
Giáo trình

Phương trình vi phân đạo hàm riêng

Đặng Anh Tuấn

Ngày 26 tháng 3 năm 2016



Mục lục

1 Nhắc lại phương trình đạo hàm riêng cấp 2 1

1.1 Phân loại . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Đánh giá năng lượng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 Phương trình Laplace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.2 Phương trình truyền nhiệt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.3 Phương trình truyền sóng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 Phương pháp tách biến . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.1 Bài toán biên Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.2 Bài toán biên hỗn hợp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

i



Chương 1

Nhắc lại phương trình đạo hàm

riêng cấp 2

1.1 Phân loại

Trong mục này ta quan tâm phương trình đạo hàm riêng tuyến tích cấp 2.

Cho Ω là một miền chứa gốc trong Rn. Xét L là toán tử vi phân tuyến tính cấp 2 xác

định bởi

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u, (1.1.1)

với các hệ số aij, bi, c là các hàm thực liên tục trên Ω. Không mất tính tổng quát, ta

giả sử (aij)1≤i,j≤n là ma trận đối xứng. Khi đó biểu trưng chính (principal symbol) của

toán tử L được xác định bởi

p(x, ξ) =
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

Với f ∈ C(Ω) ta xét phương trình không thuần nhất

Lu = f(x) trong Ω. (1.1.2)

Hàm f được gọi là số hạng không thuần nhất của phương trình. Lấy siêu phẳng

Σ = {xn = 0}. Giá trị của nghiệm u và giá trị của đạo hàm theo pháp tuyến của u

1
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trên siêu phẳng Σ được cho trong một lân cận của gốc

u(x′, 0) = u0(x′), uxn(x′, 0) = u1(x′). (1.1.3)

Ta gọi Σ là siêu mặt ban đầu, u0, u1 là các giá trị ban đầu hay giá trị Cauchy. Bài toán

(1.1.2)-(1.1.3) được gọi là bài toán giá trị ban đầu hay bài toán Cauchy.

Giả sử nghiệm của bài toán (1.1.2)-(1.1.3) là nghiệm giải tích ở quanh gốc tọa độ. Khi

đó ta có thể biểu diễn nghiệm dưới dạng chuỗi lũy thừa

u(x) =
∑
α∈Zn

+

aαx
α.

Như vậy để giải bài toán (1.1.2)-(1.1.3) ta cần tìm các hệ số aα, α ∈ Zn+. Nói cách khác

ta cần tính

aα =
∂αxu(0)

α!
.

Trước hết với α = 0 có u(0) = u0(0), uxn(0) = u1(0)

uxi(0) = u0xi(0), i = 1, 2, . . . , n− 1,

và

uxixj(0) =u0,xixj(0), i, j = 1, 2, . . . , n− 1,

uxixn(0) =u1,xi(0), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Để tính uxnxn(0) ta cần đến giả thiết

ann(0) 6= 0.

Điều kiện này chính là điều kiện không đặc trưng của siêu mặt Σ tại gốc đối với toán

tử L. Khi đó

uxnxn(0) =− 1

ann(0)

( ∑
(i,j) 6=(n,n)

aij(0)uxixj(0)+

+
n∑
i=1

bi(0)uxi(0) + c(0)u(0)− f(0)

)
. (1.1.4)
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Tiếp đến các đạo hàm cấp 3 có

uxixjxk(0) =u0,xixjxk(0), i, j, k = 1, 2, . . . , n− 1,

uxixjxn(0) =u1,xixj(0), i, j = 1, 2, . . . , n− 1,

uxixnxn(0) =∂xiuxnxn(0), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Chú ý rằng trong ta có thể thay 0 bởi x đủ gần gốc. Để tính uxnxnxn(0) ta đạo hàm

(1.1.2) theo biến xn. Ta sẽ không đi chi tiết phần này. Đến đây ta có thể hình dung

rằng với điều kiện ann(0) 6= 0 ta có thể tính được tất cả các hệ số aα, nói cách khác ta

tìm được nghiệm giải tích của bài toán (1.1.2)-(1.1.3).

Một cách tổng quát, ta xét siêu mặt Σ được cho bởi {ϕ = 0} với hàm trơn ϕ xác định

quanh một lân cận của gốc với ∇ϕ 6= 0. Khi đó mặt Σ có pháp tuyến ∇ϕ. Giả sử Σ

đi qua gốc, nghĩa là ϕ(0) = 0. Không mất tính tổng quát, ta giả sử ϕxn(0) 6= 0. Khi

đó theo định lý hàm ẩn ta có thể giải phương trình ϕ(x) = 0 bởi xn = ψ(x1, · · · , xn−1)

quanh một lân cận tại gốc. Xét phép đổi biến

x 7→ y = (x1, x2, · · · , xn−1, ϕ(x)).

Đặt v(y) = u(x(y)) ta có

∇xu =∇xy∇yv,

uxixj =yTxi(∇
2
yv)yxj + yxixj · ∇yv,

trong đó ∇xy = (yk,x`)1≤k,`≤n là ma trận Jacobi của phép đổi biến, yT là chuyển vị của

y. Khi đó, toán tử L trong hệ tọa độ mới

Lv =
n∑

k,`=1

(
n∑

i,j=1

aijyk,xiy`,xj

)
vyky`+

+
n∑
k=1

(
n∑
i=1

biyk,xi +
n∑

i,j=1

aijyk,xixj

)
vyk + cv.

Khi đó ta chuyển bài toán Cauchy cho Lu = f với điều kiện Cauchy trên siêu mặt

Σ = {ϕ = 0} thành bài toán Cauchy cho Lv = f với điều kiện Cauchy trên siêu mặt

{yn = 0}. Để giải bài toán sau ta cần hệ số của vynyn

(∇ϕ)T (aij)1≤i,j≤n(∇ϕ) 6= 0 tại x = 0.

Từ đây ta có khái niệm mặt đặc trưng và mặt không đặc trưng cho toán tử L như sau.
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Định nghĩa 1.1. Cho toán tử L là toán tử vi phân (1.1.1) quanh một lân cận của

điểm x0 ∈ Rn, và siêu mặt Σ trơn quanh điểm x0. Ta nói Σ không đặc trưng tại x0 nếu

p(x0, ν) 6= 0

trong đó ν là pháp tuyến của Σ tại x0. Ngược lại, ta nói Σ đặc trưng tại x0.

Siêu mặt được gọi là không đặc trưng nếu nó không đặc trưng tại mọi điểm trên

nó. Siêu mặt được gọi là đặc trưng nếu nó đặc trưng tại mọi điểm trên nó.

Có thể tính chất này bất biến với C2−phép đổi biến. Từ đây, nếu số hạng không

thuần nhất giải tích, nếu siêu mặt là giải tích và không đặc trưng tại x0 đối với L thì từ

các điều kiện trên siêu mặt giải tích ta tính được tất cả các đạo hàm riêng của nghiệm

tại x0. Tóm lại, khi đó ta tìm được nghiệm giải tích của bài toán Cauchy. Đây chính

là một phần của Định lý Cauchy-Kovalevskaya.

Siêu mặt đặc trưng có ý nghĩa gì? Câu trả lời như sau.

Với Ω ⊂ Rn và Γ là siêu mặt liên tục chia Ω thành hai nửa Ω+,Ω−. Lấy ω là hàm liên

tục trên Ω \Γ. Với mỗi x0 ∈ Γ, hàm ω được gọi là có bước nhảy qua Γ tại điểm x0 nếu

hai giới hạn sau

ω−(x0) = lim
x→x0
x∈Ω−

ω(x), ω+(x0) = lim
x→x0
x∈Ω+

ω(x)

tồn tại. Khi đó hiệu

[ω](x0) = ω+(x0)− ω−(x0)

được gọi là bước nhảy của ω qua Γ tại x0. Hàm ω được gọi là có bước nhảy trên Γ nếu

nó có bước nhảy tại mọi điểm trên Γ qua Γ. Khi đó hàm [ω] xác định trên Γ. Có thể

thấy rằng [ω] = 0 trên Γ thì ω liên tục trên Γ và do đó liên tục trên Ω.

Kết quả dưới đây cho ta câu trả lời về ý nghĩa của siêu mặt đặc trưng.

Định lý 1.1. Cho Ω ⊂ Rn và Γ là C1−siêu mặt chia Ω thành hai nửa. Giả sử các hệ

số aij, bi, c và hàm f đều liên tục trong Ω còn u ∈ C2(Ω \ Γ) ∩ C1(Ω) thỏa mãn

Lu =
n∑

i,j=1

aijuxixj +
n∑
i=1

biuxi + cu = f trong Ω.

Nếu ∇2u có bước nhảy thực sự qua Γ thì Γ là siêu mặt đặc trưng.
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Như vậy Định lý 1.1 cho ta thấy siêu mặt đặc trưng truyền kỳ dị của nghiệm.

Chứng minh. Từ giả thiết

[aij] = [bi] = [c] = 0 và [u] = [uxi ] = 0 trên Γ.

Khi đó từ phương trình ta có

n∑
i,j=1

aij[uxixj ] = 0 trên Γ. (1.1.5)

Gọi ν là trường véc-tơ pháp tuyến của siêu mặt Γ. Do [uxi ] = 0 trên Γ nên

(µ · ∇)[uxi ] = 0

với µ là trường véc-tơ tiếp xúc bất kỳ của Γ. Nói cách khác ∇[uxi ] vuông góc với mặt

Γ hay

[∇2u] = νβT

với βT = (β1, . . . , βn) là hàm véc-tơ trên Γ.

Cố định điểm x0 ∈ Γ, có ν(x0) ∈ Rn \ {0}, còn ma trận [∇2u(x0)] là ma trận đối xứng

không tầm thường. Khi đó

β = cν với hằng số c 6= 0.

Do đó [∇2u](x0) = cν(x0)νT (x0). Quay trở lại phương trình (1.1.5) ta có

n∑
i,j=1

aij(x0)[uxixj ](x0) = cTr((aij(x0))1≤i,j≤nν(x0)νT (x0)

= c
n∑

i,j=1

aij(x0)νi(x0)νj(x0) = 0

hay siêu mặt Γ đặc trưng tại x0. Ta đã hoàn thành chứng minh.

Tiếp theo ta phân loại toán tử vi phân L theo ma trận (aij)1≤i,j≤n. Cố định x0 ∈ Ω,

ta có ma trận (aij(x0))1≤i,j≤n là ma trận đối xứng nên nó có đủ n giá trị riêng thực.

Ta phân loại như sau:
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(i) Toán tử L được gọi là elliptic tại x0 nếu tất cả các giá trị riêng của ma trận

(aij(x0))1≤i,j≤n cùng dấu, nghĩa là chúng cùng dương hoặc cùng âm. Dạng chính

tắc của nó
n∑
i=1

uxixi + F (x, u,∇u).

(ii) Toán tử L được gọi là hyperbolic tại x0 nếu ma trận (aij(x0))1≤i,j≤n có một giá

trị riêng trái dấu với (n− 1) giá trị riêng còn lại. Dạng chính tắc của nó

ux1x1 −
n∑
i=2

uxixi + F (x, u,∇u).

(iii) Toán tử L được gọi là parabolic tại x0 nếu ma trận (aij(x0))1≤i,j≤n có một giá trị

riêng bằng 0, và (n− 1) giá trị riêng còn lại cùng dấu. Dạng chính tắc của nó

n∑
i=2

uxixi + F (x, u,∇u).

Toán tử L được gọi là elliptic trên toàn miền Ω nó nó elliptic tại mọi điểm trong Ω.

Một cách tương tự với hyperbolic và parabolic.

Một vài chú ý về việc phân loại:

• Việc phân loại trên không phụ thuộc vào cách nhìn, nói cách khác nó bất biến

với C2−đổi biến.

• Ta còn có cách định nghĩa tương đương khác về trường hợp elliptic, toán tử L là

elliptic tại x0 nếu biểu trưng chính

p(x0, ξ) 6= 0, ξ ∈ Rn \ {0},

hay nói cách khác mọi C1−siêu mặt trong Ω đều là không đặc trưng.

• Việc phân loại chưa thực sự đầy đủ vì còn các tình huống: hoặc tất cả các giá trị

riêng đều khác không, nhưng không cùng dấu ta gọi chung là ultra-hyperbolic;

hoặc có ít nhất một và nhiều nhất (n− 1) giá trị riêng bằng 0. Tuy nhiên khi số

chiều n = 2 thì việc phân loại như vậy là đầy đủ. Khi đó ta có thể viết lại việc

phân loại một cách trực tiếp hơn như sau.
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(i) Toán tử L được gọi là elliptic tại x0 nếu

det((aij(x0))1≤i,j≤2) = a11(x0)a22(x0)− a2
12(x0) > 0.

(ii) Toán tử L được gọi là hyperbolic tại x0 nếu

det((aij(x0))1≤i,j≤2) = a11(x0)a22(x0)− a2
12(x0) < 0.

(i) Toán tử L được gọi là parabolic tại x0 nếu

det((aij(x0))1≤i,j≤2) = a11(x0)a22(x0)− a2
12(x0) = 0.

Trong phần tiếp theo của Chương này ta nghiên cứu ba toán tử chính tương ứng với

từng loại này trong R2. Lý do

• bằng việc sử dụng phương trình đặc trưng

a11(dx2)2 − 2a12dx1dx2 + a22(dx1)2 = 0

ta tìm được phép đổi biến để chuyển mỗi loại toán tử về dạng chính tắc của nó;

• tính chất của toán tử được thể hiện chủ yếu bởi tính chất của phần chính;

• việc nghiên cứu ba loại này nói chung là dễ hơn cả và nó cho ta cái nhìn rõ nét

nhất.

Ta xem sơ qua vài nét về các toán tử này trong R2.

Toán tử đầu tiên là toán tử Laplace ∆ được định nghĩa bởi

∆u = ux1x1 + ux2x2 .

Toán tử Laplace là toán tử elliptic trong R2. Khi chuyển sang hệ tọa độ cực

x1 = r cos θ, x2 = r sin θ,

toán tử Laplace có dạng

∆u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ.
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Phương trình

∆u = f

được gọi là phương trình Poisson. Đặc biệt khi f = 0 ta gọi nó là phương trình Laplace,

nghiệm của nó là hàm điều hòa. Đây là mối nối quan trọng giữa giải tích thực, phương

trình đạo hàm riêng với giải tích phức vì hàm chỉnh hình có cả phần thực và phần ảo

đều là hàm điều hòa. Một trong các nghiệm quan trọng của hàm điều hòa là hàm điều

hòa đa thức thuần nhất được lấy ra từ cách tách phần thực và phần ảo của đơn thức

zk.

Mặc dù toán tử Laplace chỉ có các đường không đặc trưng, nghĩa là theo Định lý

Cauchy-Kovalevskaya bài toán Cauchy với điều kiện Cauchy giải tích trên đường cong

giải tích thì phương trình Laplace có duy nhất nghiệm giải tích, nhưng nó vẫn có thể

không đặt chỉnh. Tính đặt chỉnh, theo Hadamard, cho mỗi bài toán (gồm phương trình

và các điều kiện biên hay điều kiện ban đầu hay cả hai) gồm có

• bài toán phải có nghiệm,

• bài toán chỉ có đúng một nghiệm,

• nghiệm của bài toán phụ thuộc liên tục vào các điều kiện.

Với bài toán Cauchy cho phương trình Laplace thì tính phụ thuộc liên tục vào điều

kiện biên có thể bị phá vỡ.

Ví dụ 1.1. Xét phương trình Laplace trong R2

uxx + uyy = 0 trong R2

với điều kiện Cauchy đặt trên {y = 0}. Với mỗi số tự nhiên k xét hàm điều hòa

uk(x, y) =
1

k
sin(kx)eky

có

• |∇uk(x, y)| = e2ky nên

lim
k→∞
|||∇uk(·, 0)|||L∞ = 1.
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• lim
k→∞
||uk||L∞ = 0 nhưng

lim
k→∞
|||∇uk(·, y)|||L∞ =∞, y > 0.

Toán tử tiếp theo là toán tử sóng 2 xác định bởi

2u = utt − uxx.

Toán tử sóng là toán tử hyperbolic trong R2. Lý do nó được gọi là toán tử sóng vì

phương trình truyền sóng

2u = 0

mô ta dao động của một sợi dây hay sóng âm truyền trong ống nhỏ. Khác với toán

tử Laplace không có đường đặc trưng nào, toán tử sóng có hai họ đường đặc trưng

x± t = C. Không khó để tích phân phương trình truyền sóng khi chuyển về dạng chính

tắc

uξη = 0

bằng phép đổi biến ξ = x− t, η = x+ t. Khi đó ta thu được nghiệm được nghiệm tổng

quát của phương trình truyền sóng

u(x, t) = F (x− t) +G(x+ t).

Từ đây có thể thấy sự kỳ dị của nghiệm tại thời điểm t = 0 xuất hiện khi F (x), G(x)

bị lỗi sẽ được truyền đi dọc theo các đường đặc trưng đi qua các điểm lỗi tại thời điểm

ban đầu. Ngoài ra ta cũng thấy hiện tượng lan truyền với tốc độ hữu hạn của nghiệm

của phương trình truyền sóng

Ngoài ra, khác với toán tử Laplace, bài toán giá trị ban đầu cho phương trình truyền

sóng lại đặt chỉnh trong khoảng thời gian hữu hạn, nghĩa là

• với các điều kiện ban đầu

u(·, 0) = u0, ut(·, 0) = u1

chấp nhận được bài toán Cauchy có duy nhất nghiệm,

• nghiệm này phụ thuộc liên tục vào điều kiện ban đầu trong khoảng thời gian hữu

hạn,
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• nó có thể không còn phụ thuộc liên tục vào điều kiện ban đầu khi thời gian trôi

ra vô hạn.

Ví dụ 1.2. Xét phương trình truyền sóng trong R2

utt − uxx = 0 trong R2

với điều kiện Cauchy đặt trên {t = 0}. Với mỗi số tự nhiên k xét hàm sóng

uk(x, t) =
1

k
e−kxekt.

Từ đây không khó để thấy tính ổn định trong thời gian hữu hạn, không ổn định khi

thời gian trôi ra vô hạn.

Cuối cùng ta xét toán tử nhiệt trong R2 được cho bởi

Lu = ut − uxx.

Toán tử nhiệt thuộc loại parabolic. Nó mô tả nhiệt độ trong một thanh cách nhiệt với

môi trường. Khác với toán tử truyền sóng có điều kiện ban đầu đặt trên đường {t = 0}
là đường không đặc trưng, đường ban đầu {t = 0} với phương trình truyền nhiệt lại là

đường đặc trưng. Nếu điều kiện ban đầu giải tích gần gốc, ta có thể dùng nó để tính

tất cả các đạo hàm riêng của nghiệm của phương trình truyền nhiệt

ut − uxx = 0

tại gốc. Tuy nhiên điều kiện ban đầu không xác định một cách duy nhất nghiệm trong

không gian các hàm trơn. Ta sẽ thấy điều này ở ví dụ của Tikhonov. Ngoài ra việc xác

định nghiệm khi t > 0 không đơn giản từ việc biết giá trị tại thời điểm ban đầu trong

một lân cận của gốc mà còn cần đến tất cả các giá trị ban đầu khác. Tính chất này

được hiểu như tốc độ lan truyền vô hạn của toán tử truyền nhiệt. Điểm này lại là một

tính chất khác so với phương trình truyền sóng.

Tiếp theo ta bàn về xuất sứ vật lý của các toán tử Laplace, toán tử sóng và toán

tử nhiệt trong không gian Rn.

Ta bắt đầu với toán tử Laplace. Nghiệm u của phương trình Laplace thường là hàm

mật độ của một dung dịch, hay hàm nhiệt độ trong môi trường ở trạng thái cân bằng
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(equilibrium), nghĩa là nó không còn thay đổi theo thời gian nữa. Khi đó dòng F của

dung dịch, hay dòng nhiệt qua bất kỳ một mặt kín nào cũng bằng 0, nghĩa là∫
∂Ω′

F · νdS = 0

với bất kỳ miền Ω′ nào trong miền không gian đang xét Ω, ν là pháp tuyến ngoài đơn

vị của mặt ∂Ω′. Từ công thức dạng DIV ta có∫
Ω′

divFdx = 0

hay divF = 0 trong Ω. Lại do tính chất của dòng dung dịch, hay dòng nhiệt dịch

chuyển từ vùng có mật độ cao đến nới có mật độ thấp nên thường ta có

F = −a∇u, với a là hằng số.

Từ đó dẫn đến hàm mật độ là nghiệm của phương trình Laplace

div(−a∇u) = −a∆u = 0 trong Ω.

Biểu trưng chính của toán tử Laplace

p(ξ) = |ξ|2, ξ ∈ Rn.

Điều thú vị toán tử Laplace bất biến đối với phép đổi tọa độ trực giao.

Trường hợp nhiệt độ u thay đổi theo thời gian thì tổng dòng nhiệt qua mặt kín và sự

thay đổi nhiệt trong miền mặt đó bao quanh đó bằng 0, nghĩa là∫
∂Ω′

F · νdS +
d

dt

∫
Ω′
udx = 0

với bất kỳ miền Ω′ nào trong miền không gian đang xét Ω, ν là pháp tuyến ngoài đơn

vị của mặt ∂Ω′. Tương tự trên ta có hàm nhiệt độ là nghiệm của phương trình truyền

nhiệt

ut = a∆u trong Ω× (0, T ).

Biểu trưng chính của toán tử nhiệt

p(ξ, τ) = −a|ξ|2, ξ ∈ Rn, τ ∈ R.
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Siêu mặt {ϕ(x, t) = 0} là không đặc trưng khi và chỉ khi

−|∇xϕ|2 6= 0 tại mọi điểm trên siêu mặt đó.

Có thể thấy siêu phẳng ban đầu {t = 0} là siêu mặt đặc trưng của toán tử nhiệt.

Với toán tử sóng 2, thì nghiệm u của phương trình truyền sóng mô tả sự dao động

quanh vị trí cân bằng của một sợi dây khi n = 1, một màng rung khi n = 2, của các

hạt trong không khí khi n = 3. Khi đó theo Định luật Newton, tích của khối lượng và

gia tốc bằng lực tác động, nghĩa là

d2

dt2

∫
Ω′
udx = −

∫
∂Ω′

F · νdS,

với F là lực tác động lên Ω′ qua mặt Ω′. Trong miền đàn hồi (elastic) lực F tỷ lệ với

−∇u, nghĩa là

F = −a∇u.

Khi đó, từ công thức dạng DIV ta dẫn đến hàm biên độ u là nghiệm của phương trình

truyền sóng

utt = −a∆u trong Ω× (0, T ).

Biểu trưng chính của toán tử truyền sóng

p(ξ, τ) = τ 2 − a|ξ|2, ξ ∈ Rn, τ ∈ R.

Siêu mặt {ϕ(x, t) = 0} không đặc trưng khi và chỉ khi

ϕ2
t − a|∇xϕ|2 6= 0 tại mọi điểm trên siêu mặt đó.

Qua mỗi điểm (x0, t0) có mặt nón đặc trưng

a|x− x0|2 = (t− t0)2.

1.2 Đánh giá năng lượng

Trong mục này ta xét Ω ⊂ Rn là miền bị chặn với biên ∂Ω thuộc lớp C1. Trên biên

∂Ω có trường véc-tơ pháp tuyến ngoài đơn vị ν. Khi đó ta có công thức dạng DIV∫
Ω

divF (x)dx =

∫
∂Ω

F · νdS
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với F = (f1, . . . , fn) : Ω → Rn là trường véc-tơ thuộc lớp C1(Ω) ∩ C(Ω̄), và divF =
n∑
k=1

∂xkfk.

1.2.1 Phương trình Laplace

Xét bài toán biên Dirichlet

∆u = f trong Ω, (1.2.1)

u = ϕ trên ∂Ω. (1.2.2)

Xét tích phân năng lượng

E(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u(x)|2dx

Giả sử u1, u2 ∈ C2(Ω)∩C1(Ω̄) là hai nghiệm của bài toán (1.2.1)-(1.2.2). Đặt u = u1−u2

thì u thỏa mãn bài toán (1.2.1)-(1.2.2) với f ≡ 0, ϕ ≡ 0.

Áp dụng công thức dạng DIV cho trường F = u∇u∫
Ω

div(u∇u)dx =

∫
∂Ω

(u∇u) · νdS.

Mà

• div(u∇u) = u∆u+ |∇u|2 = |∇u|2 trong Ω,

• (u∇u) · ν = u∂νu = 0 trên ∂Ω

nên E(u) = 0. Khi đó không khó để chỉ ra u ≡ 0 hay bài toán (1.2.1)-(1.2.2) có duy

nhất nghiệm trong C2(Ω) ∩ C1(Ω̄).

Bằng cách tương tự ta chứng minh được đánh giá sau:

Mệnh đề 1.2. Giả sử u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) là nghiệm của bài toán (1.2.1)-(1.2.2) với

f ∈ C(Ω̄) còn ϕ ≡ 0. Khi đó ta có đánh giá

2E(u) ≤ ||f ||L2||u||L2 .

Chứng minh. Tương tự như chứng minh tính duy nhất ở trên và

• div(u∇u) = u∆u+ |∇u|2 = uf + |∇u|2 trong Ω,
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• (u∇u) · ν = u∂νu = 0 trên ∂Ω

ta có

2E(u) = −
∫

Ω

u(x)f(x)dx.

Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có điều phải chứng minh.

Để có ước lượng tiên nghiệm ta cần đến bất đẳng thức Poincare sau:

Định lý 1.3 (Bất đẳng thức Poincare). Cho u ∈ C1(Ω̄) mà u = 0 trên ∂Ω. Khi đó

||u||L2 ≤ C||∇u||L2

trong đó hằng số C chỉ phụ thuộc n, d(Ω) = sup{|x− y| : x, y ∈ Ω} đường kính của Ω.

Chứng minh. Bằng cách dịch chuyển ta có thể giả sử Ω chứa gốc tọa độ.

Áp dụng công thức dạng DIV cho trường F = u2(x)x ta được∫
Ω

div(u2(x)x)dx =

∫
∂Ω

u2(x)(x · ν)dS.

Mà

• div(u2(x)x) = nu2(x) + 2u(x)(x · ∇u(x)) trong Ω,

• u2(x)(x · ν) = 0 trên ∂Ω

nên

n

∫
Ω

u2(x)dx = −2

∫
Ω

u(x)(x · ∇u(x))dx.

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz

• |x · ∇u(x)| ≤ |x| · |∇u(x)|

•
∫

Ω
|u(x)| · |∇u(x)|dx ≤ ||u||L2||∇u||L2

và |x| ≤ d(Ω) (do Ω chứa gốc tọa độ) ta có∣∣∣∣∫
Ω

u(x)(x · ∇u(x))dx

∣∣∣∣ ≤ d(Ω)

∫
Ω

|u(x)| · |∇u(x)|dx

≤ d(Ω)||u||L2||∇u||L2 .

Từ đây không khó để có bất dẳng thức Poincare.
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Sử dụng bất đẳng thức Poincare và Mệnh đề 1.2 ta có ước lượng tiên nghiệm sau:

Định lý 1.4. Cho u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω̄) thỏa mãn các giả thiết của Mệnh đề 1.2. Khi đó

||u||L2 + ||∇u||L2 ≤ C||f ||L2

trong đó hằng số C chỉ phụ thuộc n, d(Ω).

Từ ước lượng tiên nghiệm trên ta dẫn đến:

• tính duy nhất nghiệm như ở phần đầu,

• tính ổn định của bài toán (1.2.1)-(1.2.2) khi f ∈ C(Ω), ϕ ≡ 0.

1.2.2 Phương trình truyền nhiệt

Xét bài toán biên hỗn hợp

ut −∆u = f trong Ω× (0,∞), (1.2.3)

u(x, t) = u0(x) trên Ω× {0}, (1.2.4)

u(x, t) = ϕ trên ∂Ω× [0,∞). (1.2.5)

Bằng cách dùng tích phân năng lượng

E(t) =

∫
Ω

u2(x, t)dx

và công thức dạng DIV ta có thể dẫn đến tính duy nhất nghiệm của bài toán (1.2.3)-

(1.2.5). Công việc này xem như bài tập nhỏ. Dưới đây ta sẽ chứng minh ước lượng tiên

nghiệm cho bài toán (1.2.3)-(1.2.5) khi f ∈ C(Ω̄ × [0,∞)), u0 ∈ C(Ω̄), ϕ ≡ 0. Cụ thể

như sau

Định lý 1.5. Giả sử u ∈ C2(Ω × (0,∞)) ∩ C1(Ω̄ × [0,∞)) là nghiệm của bài toán

(1.2.3)-(1.2.5) với f ∈ C(Ω̄× [0,∞)), u0 ∈ C(Ω̄), ϕ ≡ 0. Khi đó

||u(·, t)||L2 ≤ ||u0||L2 +

∫ t

0

||f(·, s)||L2ds, t > 0.
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Chứng minh. Đặt

J(t) = E1/2(t)

ta có

• J(t) = ||u(·, t)||L2 , J(0) = ||u0||L2 nên ước lượng tiên nghiệm cần chứng minh

J(t)− J(0) ≤
∫ t

0

||f(·, s)||L2ds

• E(t) = J2(t) nên

J ′(t)J(t) =
1

2

d

dt

∫
Ω

u2(x, t)dx.

Với mỗi t ≥ 0, sử dụng công thức dạng DIV cho trường

F = u(x, t)∇xu(x, t)

ta được ∫
Ω

div(u(x, t)∇xu(x, t))dx =

∫
∂Ω

u(x, t)(∇xu(x, t) · ν)dS.

Lại có u là nghiệm của bài toán nên

• div(u∇xu) =
1

2
(u2)t − u(ut −∆u) + |∇xu|2 =

1

2
(u2)t + |∇xu|2 − uf,

• u(x, t)(∇u(x, t) · ν) = 0 trên ∂Ω× [0,∞).

Do đó

J ′(t)J(t) =

∫
Ω

|∇xu(x, t)|2dx−
∫

Ω

u(x, t)f(x, t)dt.

Lại dùng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta thu được

J ′(t)J(t) ≤ J(t)||f(·, t)||L2 , t ≥ 0.

Chú ý J(t) ≥ 0, t ≥ 0, nên nếu tại t0 > 0 có J(t0) = 0 thì J ′(t0) = 0. Do đó từ bất

đẳng thức trên ta có

J ′(t) ≤ ||f(·, t)||L2 , t > 0.

Từ đây không khó để có ước lượng tiên nghiệm cần chứng minh.
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1.2.3 Phương trình truyền sóng

Xét bài toán biên hỗn hợp

utt −∆u = f trong Ω× (0,∞), (1.2.6)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, t) = u1(x) trên Ω× {0}, (1.2.7)

u(x, t) = ϕ trên ∂Ω× [0,∞). (1.2.8)

Bằng cách dùng tích phân năng lượng

E(t) =

∫
Ω

(u2
t (x, t) + |∇xu(x, t)|2)dx

và công thức dạng DIV ta có thể dẫn đến tính duy nhất nghiệm của bài toán (1.2.6)-

(1.2.8). Công việc này xem như bài tập nhỏ. Dưới đây ta sẽ chứng minh ước lượng

tiên nghiệm cho bài toán (1.2.6)-(1.2.8) khi f ∈ C(Ω̄× [0,∞)), u0 ∈ C2(Ω̄), u1 ∈ C(Ω̄),

ϕ ≡ 0. Cụ thể như sau

Định lý 1.6. Giả sử u ∈ C2(Ω × (0,∞)) ∩ C1(Ω̄ × [0,∞)) là nghiệm của bài toán

(1.2.6)-(1.2.8) với f ∈ C(Ω̄× [0,∞)), u0 ∈ C2(Ω̄), u1 ∈ C(Ω̄), ϕ ≡ 0. Khi đó

(||ut(·, t)||L2 + ||∇xu(·, t)||L2)1/2 ≤ (||u1||L2 + ||∇xu0||L2)1/2 +

+

∫ t

0

||f(·, s)||L2ds, t ≥ 0, (1.2.9)

và

||u(·, t)||L2 ≤ ||u0||L2 + t (||u1||L2 + ||∇xu0||L2)1/2 +

+

∫ t

0

(t− s)||f(·, s)||L2ds, t ≥ 0. (1.2.10)

Chứng minh. Không khó để thấy ước lượng (1.2.10) được suy rs từ (1.2.9) bằng cách

lấy tích phân. Để chứng minh (1.2.9), tương tự ước lượng cho phương trình truyền

nhiệt, ta xét

J(t) = E1/2(t)

có
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• nên ước lượng tiên nghiệm cần chứng minh

J(t)− J(0) ≤
∫ t

0

||f(·, s)||L2ds

• E(t) = J2(t) nên

J ′(t)J(t) =
1

2

d

dt

∫
Ω

(u2
t (x, t) + |∇xu(x, t)|2)dx.

Với mỗi t ≥ 0, sử dụng công thức dạng DIV cho trường

F = ut(x, t)∇xu(x, t)

ta được ∫
Ω

div(ut(x, t)∇xu(x, t))dx =

∫
∂Ω

ut(x, t)(∇xu(x, t) · ν)dS.

Lại có u là nghiệm của bài toán nên

• div(ut∇xu) =
1

2
(u2

t + |∇xu|2)t − utf,

• ut(x, t)(∇u(x, t) · ν) = 0 trên ∂Ω× [0,∞).

Do đó

J ′(t)J(t) = −
∫

Ω

ut(x, t)f(x, t)dt.

Lại dùng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta thu được

J ′(t)J(t) ≤ J(t)||f(·, t)||L2 , t ≥ 0.

Chú ý J(t) ≥ 0, t ≥ 0, nên nếu tại t0 > 0 có J(t0) = 0 thì J ′(t0) = 0. Do đó từ bất

đẳng thức trên ta có

J ′(t) ≤ ||f(·, t)||L2 , t > 0.

Từ đây không khó để có ước lượng tiên nghiệm cần chứng minh.
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1.3 Phương pháp tách biến

1.3.1 Bài toán biên Dirichlet

Trong mục này ta quan tâm đến bài toán biên Dirichlet cho phương trình Laplace

trong hình tròn và hình vuông. Trước hết ta quan tâm đến bài toán trong hình vuông

cho phương trình Laplace

uxx + uyy = 0 trong (0, π)× (0, π),

với điều kiện biên đặt trên bốn cạnh

u(x, 0) = ϕ0(x), u(x, π) =ϕ1(x) khi 0 ≤ x ≤ π, (1.3.1)

u(0, y) = ψ0(y), u(π, y) =ψ1(y) khi 0 ≤ y ≤ π. (1.3.2)

Để dùng phương pháp tách biến, ta tách bài toán trên thành hai bài toán nhỏ:

Bài toán 1

∆u1 = 0 trong (0, π)× (0, π),

với điều kiện biên

u1(x, 0) = 0, u1(x, π) =0 khi 0 ≤ x ≤ π, (1.3.3)

u1(0, y) = ψ0(y), u1(π, y) =ψ1(y) khi 0 ≤ y ≤ π. (1.3.4)

Bài toán 2

∆u2 = 0 trong (0, π)× (0, π),

với điều kiện biên

u2(x, 0) = ϕ0(x), u2(x, π) =ϕ1(x) khi 0 ≤ x ≤ π, (1.3.5)

u2(0, y) = 0, u2(π, y) =0 khi 0 ≤ y ≤ π. (1.3.6)

Có thể thấy ngay nghiệm của bài toán với điều kiện biên (1.3.1)-(1.3.2)

u = u1 + u2.
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Ta đi vắn tắt việc dùng tách biến giải Bài toán 1:

Đầu tiên ta tìm các nghiệm tách biến không tầm thường u1 = XY của phương trình

Laplace và điều kiện biên (1.3.3). Ta dẫn đến bài toán giá trị riêng Sturm-Liouville

Y ′′ + λY = 0 trong (0, π)

với điều kiện biên Y (0) = Y (π) = 0.

Ta có các giá trị riêng λ = k2 và hàm riêng Yk(x) = sin(kx) tương ứng với k = 1, 2, . . . .

Lại có dãy các hàm riêng chuẩn hóa

1√
π

sin(ky), k = 1, 2, . . .

là cơ sở trực chuẩn của không gian

L2
odd = {f ∈ L2(−π, π) : f lẻ }.

Khi đó với mỗi hàm lẻ f ∈ L2(−π, π) ta có khai triển

1√
π

∞∑
k=1

fk sin(ky) = f trong L2

với

fk =
2√
π

∫ π

0

f(y) sin(ky)dy.

Hơn nữa
∞∑
k=1

f 2
k = 2

∫ π

0

f 2(y)dy.

Quay trở lại việc tìm nghiệm tách biến, với mỗi k ∈ N ta có nghiệm tách biến u1k =

XkYk với

X ′′k − k2Xk = 0.

Ta sẽ tìm nghiệm của Bài toán 1 dưới dạng chuỗi

u1(x, y) =
1√
π

∞∑
k=1

(ake
−kx + bke

k(x−π)) sin(ky). (1.3.7)

Từ điều kiện biên còn lại (1.3.4) ta có hệ
ak + bke

−kπ =
2√
π

∫ π
0
ψ0(y) sin(ky)dy,

ake
−kπ + bk =

2√
π

∫ π
0
ψ1(y) sin(ky)dy.
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Giải hệ ta được

ak =
2√

π (ekπ − e−kπ)

∫ π

0

(ekπψ0(y)− ψ1(y)) sin(ky)dy, (1.3.8)

bk =
2√

π (ekπ − e−kπ)

∫ π

0

(ekπψ1(y)− ψ0(y)) sin(ky)dy. (1.3.9)

Nghiệm tìm được ở trên của Bài toán 1 được hiểu theo nghĩa sau.

Bổ đề 1.7. Giả sử ψ0, ψ1 ∈ L2(0, π) và u1 được cho bởi (1.3.7)-(1.3.9). Khi đó u1 trơn

trong (0, π)× [0, π] và thỏa mãn

∆u1 = 0 trong (0, π)× [0, π]

cũng như điều kiện biên

u1(x, 0) = u1(x, π) = 0 khi 0 < x < π.

Với hai điều kiện biên còn lại được thỏa mãn theo cách sau

lim
x→0+

||u1(x, ·)− ψ0||L2 =0, (1.3.10)

lim
x→π−

||u1(x, ·)− ψ1||L2 =0. (1.3.11)

Chứng minh. Trước hết từ định nghĩa của các hệ số ak, bk ta có
∞∑
k=1

(ak + bke
−kπ)2 =2

∫ π

0

ψ2
0(x)dx,

∞∑
k=1

(ake
−kπ + bk)

2 =2

∫ π

0

ψ2
1(x)dx.

Do
1− e−2kπ

1 + e−2kπ
≥ 1− e−2π

1 + e2π
khi k = 1, 2, . . . ,

nên
∞∑
k=1

a2
k < +∞,

∞∑
k=1

b2
k < +∞. (1.3.12)

Lấy ε ∈ (0, π/2) bất kỳ. Ta sẽ chứng minh các chuỗi
∞∑
k=1

akk
me−kx sin(ky + `π/2), m = 0, 1, . . . , ` = 0, 1, . . . , (1.3.13)

∞∑
k=1

bkk
mek(x−π) sin(ky + `π/2), m = 0, 1, . . . , ` = 0, 1, . . . , (1.3.14)
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hội tụ tuyệt đối đều theo (x, y) trong [ε, π − ε] × [0, π]. Từ đây ta có ngay u1 có các

đạo hàm riêng mọi cấp và chúng đều là hàm liên tục, xác định bởi

∂m−`x ∂`yu1(x, y) =
∞∑
k=1

((−1)m−`ake
−kx + bke

k(x−π))km sin(ky + `π/2),

m = 0, 1, . . . , ` = 0, 1, . . . ,m.

Do đó u1 trơn trong [ε, π − ε]× [0, π] và thỏa mãn phương trình

∆u1 = 0 trong [ε, π − ε]× [0, π],

cũng như điều kiện biên

u1(x, 0) = u1(x, π) = 0 khi ε ≤ x ≤ π − ε.

Điều này xảy ra với mọi ε ∈ (0, π/2). Ta chỉ còn phải chứng minh hai điều kiện biên

còn lại và sự hội tụ đều của các chuỗi (1.3.13)-(1.3.14).

Từ (1.3.12) ta có hai dãy {ak}∞k=1, {bk}∞k=1 bị chặn. Lại do chuỗi số dương

∞∑
k=1

kme−kε < +∞

nên theo Định lý Weierstrass ta có các chuỗi (1.3.13)-(1.3.14) hội tụ đều trong [ε, π −
ε]× [0, π].

Việc chứng minh hai điều kiện biên còn lại tương tự nhau nên ta chứng minh một cái.

Từ kết quả vừa chứng minh và giả thiết ψ0 ∈ L2(0, π) ta có

u1(x, y) =
∞∑
k=1

(ake
−kx + bke

k(x−π)) sin(ky) trong L2(0, π), x ∈ (ε, π − ε),

ψ0(y) =
∞∑
k=1

(ak + bke
−kπ) sin(ky) trong L2(0, π).

Do đó điều phải chứng minh chuyển thành

lim
x→0+

∞∑
k=1

(
ak(1− e−kx) + bke

−kπ(1− ekx)
)2

= 0.
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Để chứng minh điều này ta chứng minh

lim
x→0+

∞∑
k=1

a2
k(1− e−kx)2 = 0, (1.3.15)

lim
x→0+

∞∑
k=1

b2
ke
−2kπ(1− ekx)2 = 0. (1.3.16)

Lấy δ > 0. Với x ∈ [0, π] có

(1− e−kx)2 ≤ 1, e−2kπ(1− e−kx)2 ≤ 1

nên từ (1.3.12) có n0 ∈ N đủ lớn để với mọi x ∈ (0, π) có

∞∑
k=n0

a2
k(1− e−kx)2 < δ/2,

∞∑
k=n0

b2
ke
−2kπ(1− ekx)2 < δ/2.

Lại do lim
x→0+

e±kx = 1, k = 1, 2, . . . , n0, nên có δ1 > 0 sao cho với x ∈ (0, δ1) có

n0∑
k=1

a2
k(1− e−kx)2 < δ/2,

n0∑
k=1

b2
ke
−2kπ(1− ekx)2 < δ/2.

Từ trên ta có (1.3.15)-(1.3.16). Ta đã hoàn thành chứng minh.

Không khó để thấy

lim
y→0+

||u1(·, y)||L2 = 0, lim
y→π−

||u1(·, y)||L2 = 0.

Khi đó bằng cách giải tương tự trên cho Bài toán 2 ta có nghiệm

u2(x, y) =
1√
π

∞∑
k=1

(cke
−ky + dke

k(y−π)) sin(kx),

với

ck =
2√

π (ekπ − e−kπ)

∫ π

0

(ekπϕ0(x)− ϕ1(x)) sin(kx)dx,

dk =
2√

π (ekπ − e−kπ)

∫ π

0

(ekπϕ1(x)− ϕ0(x)) sin(kx)dx.
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Nghiệm này cũng thỏa mãn Bài toán 2 theo cách tương tự Bổ đề 1.7. Từ Bổ đề 1.7,

nghiệm u = u1 + u2 của phương trình Laplace với điều kiện biên (1.3.1)-(1.3.2) thỏa

mãn theo cách sau.

Định lý 1.8. Cho các hàm ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 thuộc L2(0, π). Khi đó nghiệm u = u1 +u2 là

hàm trơn trong (0, π) × (0, π) và thỏa mãn phương trình Laplace trong (0, π) × (0, π).

Hơn nữa nó thỏa mãn điều kiện biên theo cách sau

lim
x→0+

||u(x, ·)− ψ0||L2 =0, lim
x→π−

||u(x, ·)− ψ1||L2 = 0, (1.3.17)

lim
y→0+

||u(·, y)− ϕ0||L2 =0, lim
y→π−

||u(·, y)− ϕ1||L2 = 0. (1.3.18)

Phần tiếp theo ta xem khi nào nghiệm trong Định lý 1.8 liên tục đến tận biên.

Có thể thấy ngay rằng muốn nghiệm liên tục đến tận biên thì điều kiện biên liên tục,

nghĩa là các hàm ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 thuộc C[0, π] và thỏa mãn điều kiện tương thích

ϕ0(0) = ψ0(0), ϕ1(π) = ψ1(π),

ϕ0(π) = ψ1(0), ϕ1(0) = ψ0(π).

Dưới đây ta sẽ chỉ ra rằng các điều kiện trên là các điều kiện đủ để nghiệm trong Định

lý 1.8 liên tục đến tận biên, nghĩa là trong (1.3.21)-(1.3.22) thay L2 bởi L∞. Tuy nhiên

ta cần thêm một bước trước khi tách thành hai bài toán 1 và 2: khử bốn đỉnh. Việc

khử bốn đỉnh nhằm là điều kiện biên của các bài toán 1 và 2 vẫn còn liên tục, nói cách

khác nếu ban đầu chưa có

ϕ0(0) = ϕ0(π) = ψ0(π) = ψ1(π) = 0

mà tách ngay như trên thì hai bài toán 1 và 2 không thỏa mãn điều kiện tương thích.

Lúc này nghiệm tìm được sẽ xuất hiện hiện tượng Gibb, cụ thể nói chung chúng không

thỏa mãn điều kiện biên tại bốn đỉnh.

Vậy khử như nào? Ta dùng hàm

v(x, y) = a(x2 − y2) + bxy + cx+ dy + e
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với các hằng số a, b, c, d, e thỏa mãn hệ

v(0, 0) = e = ϕ0(0),

v(0, π) = −π2a+ πd+ e = ψ0(π),

v(π, 0) = π2a+ πc+ e = ϕ0(π),

v(π, π) = π2b+ πc+ πd+ e = ψ1(π).

Bằng cách đặt w = u− v, để đơn giản nhưng không mất tính tổng quát ta giả sử

ϕ0(0) = ϕ0(π) = 0,ϕ1(0) = ϕ1(π) = 0,

ψ0(0) = ψ0(π) = 0,ψ1(0) = ψ1(π) = 0.

Lúc này ta có thể coi ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 là các hàm liên tục, lẻ, tuần hoàn chu kỳ 2π trên

toàn trục số. Khi đó ta viết lại

(ake
−kx + bke

k(x−π)) sin(ky) =

=
2 sin(ky)√
π(ekπ − e−kπ)

∫ π

0

(
e−kx[ekπψ0(z)− ψ1(z)]+

+ ek(x−π)[ekπψ1(z)− ψ0(z)]
)

sin(kz)dz

=
e−kx√
π

∫ π

−π
ψ0(z) cos(k(y − z))dz+

+
ekx − e−kx√
π(ekπ − e−kπ)

∫ π

−π
(ψ1(z)− e−kπψ0(z)) cos(k(y − z))dz.

Lại có

•
∣∣∣∫ π−π(ψ1(z)− e−kπψ0(z)) cos(k(y − z))dz

∣∣∣ ≤M,k = 1, 2, . . . , vì ψ0, ψ1 ∈ C[0, π];

•
∞∑
k=1

1

ekπ − e−kπ
< +∞;

• lim
x→0+

(ekx − e−kx) = 0, k = 1, 2, . . . .

Do đó

lim
x→0+

sup
y∈[0,π]

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣e
kx − e−kx

ekπ − e−kπ

π∫
−π

(ψ1(z)− e−kπψ0(z)) cos(k(y − z))dz

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Để đi tiếp ta quan tâm đến nhân Poisson

Pr(z) =
1− r2

1− 2r cos(z) + r2
, 0 ≤ r < 1, z ∈ (−π, π).

Một vài tính chất của nhân Poisson:

• 0 < Pr(z) ≤ 1− r2

4r sin2(z/2)
, 0 ≤ r < 1, z ∈ (−π, π) nên với δ ∈ (0, π) ta có

lim
r→1−

∫
δ<|z|<π

Pr(z)dz = 0.

•
∫ π
−π Pr(z)dz = 2π.

Từ tính chất này không khó dẫn đến bổ đề sau:

Bổ đề 1.9. Cho ϕ ∈ C(R), tuần hoàn chu kỳ 2π. Khi đó

lim
r→1−

sup
y∈[−π,π]

(
1

2π

∫ π

−π
Pr(y − z)ϕ(z)dz − ϕ(y)

)
= 0.

Sử dụng Bổ đề 1.9 với chú ý lấy r = e−x và

1

2
+
∞∑
k=1

rk cos(kz) =
1

2
Pr(z)

cũng như tính lẻ của ψ0 ta có

lim
x→0+

sup
y∈[0,π]

|u1(x, y)− ψ0(y)| = 0.

Từ đây ta có kết quả sau:

Định lý 1.10. Cho ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 ∈ C[0, π] thỏa mãn điều kiện

ϕ0(0) = ϕ0(π) = 0,ϕ1(0) = ϕ1(π) = 0,

ψ0(0) = ψ0(π) = 0,ψ1(0) = ψ1(π) = 0.

Khi đó nghiệm u = u1 + u2 thuộc vào C∞(0, π)× (0, π)∩C([0, π]× [0, π]) và thỏa mãn

phương trình Laplace trong (0, π)× (0, π). Hơn nữa

lim
x→0+

||u(x, ·)− ψ0||L∞ =0, lim
x→π−

||u(x, ·)− ψ1||L∞ = 0,

lim
y→0+

||u(·, y)− ϕ0||L∞ =0, lim
y→π−

||u(·, y)− ϕ1||L∞ = 0.
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Chứng minh. Qua các bước trên, việc còn lại ta chỉ cần phải chứng minh:

lim
y→0+

||u1(·, y)||L∞ =0, lim
x→π−

||u1(x, ·)− ψ1||L∞ = 0.

Việc chứng minh

lim
x→π−

||u1(x, ·)− ψ1||L∞ = 0

tương tự như việc chứng minh

lim
x→0+

||u1(x, ·)− ψ0||L∞ = 0

ở trên với việc thay đổi cách viết

(ake
−kx + bke

k(x−π)) sin(ky) =

=
2 sin(ky)√
π(ekπ − e−kπ)

∫ π

0

(
e−kx[ekπψ0(z)− ψ1(z)]+

+ ek(x−π)[ekπψ1(z)− ψ0(z)]
)

sin(kz)dz

=
ek(x−π)

√
π

∫ π

−π
ψ1(z) cos(k(y − z))dz+

+
ek(π−x) − ek(x−π)

√
π(ekπ − e−kπ)

π∫
−π

(ψ0(z)− e−kπψ1(z)) cos(k(y − z))dz.

Để chứng minh

lim
y→0+

||u1(·, y)||L∞ = 0

trước hết ta dùng

lim
x→π−

||u1(x, ·)− ψ1||L∞ = 0,

lim
x→0+

||u1(x, ·)− ψ0||L∞ = 0.

Cụ thể, với δ > 0 bất kỳ có ε ∈ (0, π/2) sao cho

sup
y∈[0,π]

|u1(x, y)− ψ1(y)| < δ/2, x ∈ [0, ε],

sup
y∈[0,π]

|u1(x, y)− ψ0(y)| < δ/2, x ∈ [π − ε, π].
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Lại do lim
y→0+

ψi(y) = 0, i = 0, 1, nên có δ1 > 0 để

|ψi(y)| < δ/2, i = 0, 1, y ∈ [0, δ1].

Như vậy với x ∈ [0, ε], y ∈ [0, δ1] có

|u1(x, y)| < δ.

Dùng Bổ đề 1.7, với ε > 0 có δ2 > 0 sao cho

|u1(x, y)| < δ, (x, y) ∈ [ε, π − ε]× [0, δ2].

Lấy δ0 = min{δ1, δ2} ta có điều phải chứng minh.

Vấn đề tiếp theo, ta quan tâm đến việc khi nào nghiệm trong Định lý 1.8 trơn đến

tận biên. Dĩ nhiên lúc đó ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 phải thuộc vào C∞[0, π]. Tuy nhiên điều kiện

tương thích không đơn giản là nối liên tục tại bốn đỉnh mà nó còn thêm điều kiện thỏa

mãn phương trình tại bốn đỉnh, nghĩa là với ` ∈ Z+ có

ϕ
(2`)
0 (0) = (−1)`ψ

(2`)
0 (0), ϕ

(2`)
0 (π) = (−1)`ψ

(2`)
1 (0),

ϕ
(2`)
1 (0) = (−1)`ψ

(2`)
0 (π), ϕ

(2`)
1 (π) = (−1)`ψ

(2`)
1 (π).

Ta không đi sâu vào việc này mà chỉ đưa ra kết quả sau:

Định lý 1.11. Cho ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 ∈ C∞[0, π] thỏa mãn điều kiện, với ` ∈ Z+

ϕ
(2`)
0 (0) = ϕ

(2`)
0 (π) = 0, ϕ

(2`)
1 (0) = ϕ

(2`)
1 (π) = 0,

ψ
(2`)
0 (0) = ψ

(2`)
0 (π) = 0, ψ

(2`)
1 (0) = ψ

(2`)
1 (π) = 0.

Khi đó nghiệm u = u1+u2 thuộc vào C∞[0, π]×[0, π] và thỏa mãn phương trình Laplace

trong [0, π]× [0, π]. Hơn nữa

lim
x→0+

||u(x, ·)− ψ0||L∞ =0, lim
x→π−

||u(x, ·)− ψ1||L∞ = 0,

lim
y→0+

||u(·, y)− ϕ0||L∞ =0, lim
y→π−

||u(·, y)− ϕ1||L∞ = 0.
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Để chứng minh kết quả trên ta chú ý rằng, với điều kiện tương thích thác triển lẻ,

tuần hoàn chu kỳ 2π của các hàm ϕi, ψi, i = 0, 1, đều là các hàm khả vi vô hạn, tuần

hoàn chu kỳ 2π trên toàn đường thẳng. Lúc đó

lim
k→∞

km
∫ π

0

ϕ0(x)dx = 0,m ∈ Z+.

Trước khi chuyển sang bài toán trong hình tròn, các bạn thử nghĩ xem nếu đổi điều

kiện biên Dirichlet (1.3.1)-(1.3.2) thành điều kiện biên Neumann thì điều gì xảy ra?

Ta cần sửa lại như nào?

Ta chuyển sang bài toán biên Dirichlet cho phương trình Laplace trong hình tròn

đơn vị B1. Trước hết ta chuyển sang hệ tọa độ cực

x = r cos θ, y = r sin θ

có B1 = {(r, θ) : 0 ≤ r < 1, θ ∈ R} và hàm v(r, θ) = u(r cos θ, r sin θ) là hàm tuần

hoàn chu kỳ 2π, và thỏa mãn phương trình Laplace

∆u = vrr +
1

r
vr +

1

r2
vθθ = 0.

Ta sơ qua phương pháp tách biến. Ta tìm các nghiệm v = R(r)Φ(θ) của phương trình

Laplace. Khi đó ta có bài toán giá trị riêng Sturm-Liouville

Φ′′ + λΦ = 0

với điều kiện biên tuần hoàn. Nó có các giá trị riêng λ = k2, k = 0, 1, . . . , và hàm riêng

tương ứng

• với k = 0 có Φ0 = a0,

• với k = 1, 2, . . . , có Φk = ak cos(kθ) + bk sin(kθ).

Lại có dãy các hàm riêng chuẩn hóa

1√
2π
,

1√
π

cos(kθ),
1√
π

sin(kθ), k = 1, 2, . . . ,
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là cơ sở trực chuẩn của L2(S1). Khi đó với mỗi f ∈ L2(S1) ta có

f =
1√
2π
a0 +

1√
π

∞∑
k=1

(ak cos(kθ) + bk sin(kθ)) trong L2(S1),

với

a0 =
1√
2π

∫
S1

f(θ)dθ,

ak =
1√
π

∫
S1

f(θ) cos(kθ)dθ, bk =
1√
π

∫
S1

f(θ) sin(kθ)dθ, k = 1, 2, . . . .

Hơn nữa

a2
0 +

∞∑
k=1

(a2
k + b2

k) =

∫
S1

f 2(θ)dθ.

Quay trở lại giải nghiệm tách biến, ta có

• với k = 0 có R0(r) = c0 + d0 ln r,

• với k = 1, 2, . . . có Rk(r) = ckr
k + dkr

−k.

Lại chú ý nghiệm xác định tại gốc nên dk = 0, k = 0, 1, . . . . Khi đó ta có nghiệm tách

biến

u0(r, θ) = a0, uk(r, θ) = rk(ak cos(kθ) + bk sin(kθ)), k = 1, 2, . . . .

Chú ý rằng rk cos(kθ), rk sin(kθ) là các đa thức điều hòa thuần nhất bậc k trong R2.

Nếu đặt z = x+ iy có

rk cos(kθ) = Re(zk), rk sin(kθ) = Im(zk).

Đến lúc ta đưa ra lời giải cho bài toán biên Dirichlet cho phương trình Laplace trong

B1 với điều kiện biên

u
∣∣∣
S1

= v(1, θ) = ϕ(θ). (1.3.19)

Ta tìm nghiệm có dạng

v(r, θ) =
1√
2π
a0 +

1√
π

∞∑
k=1

rk(ak cos(kθ) + bk sin(kθ)). (1.3.20)

Thay vào điều kiện biên (1.3.19) ta có các hệ số

a0 =
1√
2π

∫
S1

ϕ(θ)dθ, (1.3.21)
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và với k = 1, 2, . . . có

ak =
1√
π

∫
S1

ϕ(θ) cos(kθ)dθ, (1.3.22)

bk =
1√
π

∫
S1

ϕ(θ) sin(kθ)dθ. (1.3.23)

Tương tự Bổ đề 1.7 ta có kết quả sau.

Định lý 1.12. Cho ϕ ∈ L2(S1) và v được cho bởi (1.3.20)-(1.3.23). Khi đó v trơn trong

B1 và thỏa mãn phương trình Laplace trong B1. Hơn nữa

lim
r→1−

||v(r, ·)− ϕ||L2 = 0.

Chứng minh. Việc chứng minh Định lý tương tự như chứng minh trong Bổ đề 1.7 với

chú ý

∂mr ∂
`
θ(r

k sin(kθ)) = k`+1(k − 1) · · · (k −m+ 1)rk−m sin(kθ + `π/2),

m, ` = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,

và
∞∑
k=m

k`+1(k − 1) · · · (k −m+ 1)Rk−m <∞, R ∈ (0, 1),m = 0, 1, . . . .

Từ kết quả trên, khi r ∈ (0, 1) ta có thể viết

v(r, θ) =
1

2π

∫
S1

Pr(θ − η)ϕ(η)dη.

Từ đó bằng việc dùng Bổ đề 1.9 ta có kết quả sau.

Định lý 1.13. Cho ϕ ∈ C(S1) và v được cho bởi (1.3.20)-(1.3.23). Khi đó v ∈ C∞(B1)∩
C(B̄1) và thỏa mãn phương trình Laplace trong B1. Hơn nữa

lim
r→1−

||u(r, ·)− ϕ||L∞ = 0.

Đơn giản hơn trường hợp hình vuông, ta cũng có kết quả về tính trơn đến tận biên

sau.

Định lý 1.14. Cho ϕ ∈ C∞(S1) và v được cho bởi (1.3.20)-(1.3.23). Khi đó v ∈
C∞(B1)∩C(B̄1) và thỏa mãn phương trình Laplace trong B1. Hơn nữa v(1, ·) = ϕ trên

S1.
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1.3.2 Bài toán biên hỗn hợp

Trong mục này ta sẽ quan tâm đến bài toán biên - giá trị ban đầu, còn gọi là bài

toán biên hỗn hợp, cho phương trình truyền sóng và phương trình truyền nhiệt 1−chiều
không gian.

Trước hết ta xét bài toán biên hỗn hợp cho phương trình truyền nhiệt trong một đoạn

[0, π]

ut − uxx =0 trong (0, π)× (0,∞), (1.3.24)

u(·, 0) =u0 trên [0, π], (1.3.25)

u(0, t) =u(π, t) = 0 khi t ≥ 0. (1.3.26)

Về ý nghĩa vật lý,u là hàm nhiệt trên một thanh cách nhiệt với hai đầu luôn được giữ

ở 0 độ.

Trước hết ta tìm các nghiệm tách biến u = XT không tầm thường của phương trình

truyền nhiệt (1.3.24) và hai điều kiện biên (1.3.26). Khi đó ta có bài toán giá trị riêng

Sturm-Liouville

X ′′ + λX = 0 trong (0, π)

với điều kiện biên X(0) = X(π) = 0. Có các giá trị riêng λ = k2 và hàm riêng

Xk = sin(kx) tương ứng, k = 1, 2, . . . . Giống như việc giải Bài toán 1 trong phương

trình Laplace trong hình vuông, các hàm riêng chuẩn hóa

1√
π

sin(kx), k = 1, 2, . . .

là cơ sở trực chuẩn của không gian

L2
odd = {f ∈ L2(−π, π) : f lẻ }.

Khi đó với mỗi hàm lẻ f ∈ L2(−π, π) ta có khai triển

1√
π

∞∑
k=1

fk sin(kx) = f trong L2

với

fk =
2√
π

∫ π

0

f(x) sin(kx)dx.
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Hơn nữa
∞∑
k=1

f 2
k = 2

∫ π

0

f 2(x)dx.

Quay trở lại việc tìm nghiệm tách biến, với mỗi k ∈ N ta có nghiệm tách biến uk = XkTk

với

T ′k + k2Tk = 0.

Ta sẽ tìm nghiệm của (1.3.24)-(1.3.26) dưới dạng chuỗi

u(x, t) =
1√
π

∞∑
k=1

ake
−k2t sin(kx). (1.3.27)

Điều kiện ban đầu (1.3.25) cho ta các hệ số

ak =
2√
π

∫ π

0

u0(x) sin(kx)dx. (1.3.28)

Nghiệm tìm được ở trên của (1.3.24)-(1.3.26) được hiểu theo nghĩa sau.

Định lý 1.15. Giả sử u0 ∈ L2(0, π) và u được cho bởi (1.3.27)-(1.3.28). Khi đó u trơn

trong [0, π]× (0,∞) và thỏa mãn

ut − uxx = 0 trong (0, π)× (0,∞)

cũng như điều kiện biên

u(0, t) = u(π, t) = 0 khi t > 0.

Với điều kiện ban đầu được thỏa mãn theo cách sau

lim
t→0+
||u(·, t)− u0||L2 =0. (1.3.29)

Chứng minh. Chứng minh kết quả này tương tự chứng minh Bổ đề 1.7 với chú ý

• ∂mt ∂`x(e−k
2t sin(kx)) = (−1)mk2m+`e−k

2t sin(kx + `π/2), khi m, ` = 0, 1, . . . , k =

1, 2, . . .

•
∞∑
k=1

k2m+`e−k
2ε < +∞,m, ` = 0, 1, . . . , ε > 0.
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Tiếp theo ta quan tâm đến việc khi nào thì nghiệm u trong Định lý 1.15 liên tục

đến điều kiện ban đầu. Có thể thấy ngay rẳng nếu nghiệm u liên tục đến điều kiện ban

đầu thì u0 ∈ C[0, π] và nó thỏa mãn điều kiện tương thích

u0(0) = u0(π) = 0.

Khi đó thác triển lẻ, tuần hoàn chu kỳ 2π của u0 lên toàn trục số là hàm tuần hoàn,

liên tục trên toàn trục số. Khi đó, từ Định lý 1.15 nghiệm u có thể viết dưới dạng

u(x, t) =
2

π

∞∑
k=1

e−k
2t sin(kx)

∫ π

0

u0(y) sin(ky)dy

=
1

π

∫ π

−π

(
∞∑
k=1

e−k
2t cos(k(x− y))

)
u0(y)dy

=

∫ π

−π
Ht(x− y)u0(y)dy (1.3.30)

với nhân nhiệt

Ht(x) =
1

2π

∑
k∈Z

e−k
2teikx.

Đến đây nếu nhân nhiệt Ht(x) có các tính chất tương tự nhân Poisson Pr(x), nghĩa là

(i) Ht(x) ≥ 0, x ∈ [−π, π] khi t > 0,

(ii)
∫ π
−πHt(x)dx = 1 khi t > 0,

(iii) với ε ∈ (0, π) có

lim
t→0+

∫
ε<|x|<π

Ht(x)dx = 0

thì ta có ngay kết quả giống Định lý 1.10, nghĩa là kết quả sau.

Định lý 1.16. Cho u0 ∈ C[0, π] thỏa mãn điều kiện tương thích

u0(0) = u0(π) = 0,

và u được cho bởi (1.3.27)-(1.3.28). Khi đó u ∈ C∞([0, π]× (0,∞))∩C([0, π]× [0,∞))

và thỏa mãn

ut − uxx = 0 trong (0, π)× (0,∞)
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cũng như điều kiện biên

u(0, t) = u(π, t) = 0 khi t > 0.

Với điều kiện ban đầu được thỏa mãn theo cách sau

lim
t→0+
||u(·, t)− u0||L∞ =0. (1.3.31)

Như vậy để có Định lý 1.16, ta sẽ đi chứng minh các tính chất của nhân nhiệt

Ht(x). Không khó để thấy ngay tính chất (ii). Để thấy hai tính chất còn lại ta cần đến

công thức Poisson để viết lại nhân nhiệt dưới dạng

Ht(x) =
∑
k∈Z

Kt(x+ 2πk)

với nhân Gauss-Weierstrass Kt(x) =
1√
4πt

e−
x2

4t . Khi đó có thể thấy ngay tính chất (i).

Để thấy tính chất (ii) ta tách

Ht(x) = Kt(x) +
∑
|k|≥1

Kt(x+ 2πk).

Có ∫
ε<|x|<π

Kt(x)dx =
1√
π

∫
ε/
√

4t<|z|<π/
√

4t

e−z
2

dz.

Mà lim
t→0+

ε/
√

4t = +∞ nên

lim
t→0+

∫
ε<|x|<π

Kt(x)dx = 0.

Lại có với |x| < π và |k| ≥ 1 có

|x+ 2πk|
|k|

≥ π hay e−(x+2πk)2/4t ≤ e−π
2k2/4t.

Khi đó ∑
|k|≥1

Kt(x+ 2πk) ≤ Ct−1/2
∑
|k|≥1

e−π
2k2/4t.

Với 0 < t < 1 có

k2 +
1

t
≤ π2k2

4t
.
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Do đó ∑
|k|≥1

Kt(x+ 2πk) ≤ Ct−1/2e−1/t.

Từ đây không khó để thấy tính chất (iii).

Tiếp đến ta quan tâm đến việc khi nào nghiệm trong Định lý 1.15 trơn đến tận

điều kiện ban đầu. Có thể thấy để nghiệm trơn đến điều kiện ban đầu thì điều kiện

ban đầu u0 ∈ C∞[0, π]. Như thế chưa đủ và ngay cả việc thêm điều kiện tương thích

u0(0) = u0(π) = 0

cũng chưa đủ. Lý do u còn thỏa mãn phương trình truyền nhiệt nên

ut(0, 0) = uxx(0, 0) và ut(π, 0) = uxx(π, 0)

và khi u trơn đến tận điều kiện ban đầu thì

∂
(`)
t u(0, 0) = ∂(2`)

x u(0, 0) và ∂
(`)
t u(π, 0) = ∂(2`)

x u(π, 0), ` = 1, 2, . . . .

Khi đó điều kiện tương thích để nghiệm trơn đến tận biên

u
(2`)
0 (0) = u

(2`)
0 (π) = 0, ` = 0, 1, . . . .

Với điều kiện tương thích này không khó khăn ta có kết quả sau.

Định lý 1.17. Cho u0 ∈ C∞[0, π] thỏa mãn điều kiện tương thích

u
(2`)
0 (0) = u

(2`)
0 (π) = 0, ` = 0, 1, . . . .

và u được cho bởi (1.3.27)-(1.3.28). Khi đó u ∈ C∞([0, π]× [0,∞)) và thỏa mãn

ut − uxx = 0 trong (0, π)× (0,∞)

cũng như điều kiện biên

u(0, t) = u(π, t) = 0 khi t > 0,

và điều kiện ban đầu u(·, 0) = u0.
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Quay trở lại công thức (1.3.30), với chú ý u0 là hàm lẻ, ta viết lại

u(x, t) =

∫ π

0

G(x, y, t)u0(y)dy

với hàm Green

G(x, y, t) =
2

π

∞∑
k=1

e−k
2t sin(kx) sin(ky).

Hàm Green G(x, y, t) không chia sẻ các tính chất (i)-(iii) với nhân nhiệt Ht(x). Tuy

nhiên nó chia sẻ các tính chất tốt khác với nhân nhiệt:

đều trơn và tuần hoàn chu kỳ 2π khi t > 0, và lúc đó chúng đều thỏa mãn phương

trình truyền nhiệt.

Ngoài ra hàm Green còn có các tính chất khác mà nhân nhiệt không có:

• tính đối xứng: G(x, y, t) = G(y, x, t),

• thỏa mãn điều kiện biên thuần nhất: G(0, y, t) = G(π, y, t) = 0.

Để dùng hàm Green có hiệu quả, giống như nhân nhiệt, ta biểu diễn hàm Green qua

nhân Gauss-Weierstrass nhờ công thức Poisson như sau

G(x, y, t) =
∑
k∈Z

(Kt(x− y + 2πk)−K(x+ y + 2πk)).

Ta chuyển sang bài toán biên - giá trị ban đầu cho phương trình truyền sóng trong

một đoạn [0, π]

utt − uxx =0 trong (0, π)× (0,∞), (1.3.32)

u(·, 0) = u0, ut(·, 0) =u1 trên [0, π], (1.3.33)

u(0, t) = u(π, t) =0 khi t ≥ 0. (1.3.34)

Về ý nghĩa vật lý,u là hàm biên độ (đại số) so với vị trí cân bằng của một đoạn dây

dao động không có tác động của ngoại lực cũng như ma sát với hai đầu luôn được giữ

cố định ở vị trí cân bằng.

Trước hết ta tìm các nghiệm tách biến u = XT không tầm thường của phương trình
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truyền nhiệt (1.3.32) và hai điều kiện biên (1.3.34). Khi đó ta có bài toán giá trị riêng

Sturm-Liouville

X ′′ + λX = 0 trong (0, π)

với điều kiện biên X(0) = X(π) = 0. Có các giá trị riêng λ = k2 và hàm riêng

Xk = sin(kx) tương ứng, k = 1, 2, . . . . Giống như việc giải Bài toán 1 trong phương

trình Laplace trong hình vuông, các hàm riêng chuẩn hóa

1√
π

sin(kx), k = 1, 2, . . .

là cơ sở trực chuẩn của không gian

L2
odd = {f ∈ L2(−π, π) : f lẻ }.

Khi đó với mỗi hàm lẻ f ∈ L2(−π, π) ta có khai triển

1√
π

∞∑
k=1

fk sin(kx) = f trong L2

với

fk =
2√
π

∫ π

0

f(x) sin(kx)dx.

Hơn nữa
∞∑
k=1

f 2
k = 2

∫ π

0

f 2(x)dx.

Quay trở lại việc tìm nghiệm tách biến, với mỗi k ∈ N ta có nghiệm tách biến uk = XkTk

với

T ′′k + k2Tk = 0.

Ta sẽ tìm nghiệm của (1.3.32)-(1.3.34) dưới dạng chuỗi

u(x, t) =
1√
π

∞∑
k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt)) sin(kx). (1.3.35)

Điều kiện ban đầu (1.3.33) cho ta các hệ số

ak =
2√
π

∫ π

0

u0(x) sin(kx)dx, (1.3.36)

bk =
2√
π

∫ π

0

u1(x)
sin(kx)

k
dx. (1.3.37)
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Khác với bài toán biên hỗn hợp cho phương trình truyền nhiệt, đề nghiệm u xác định

bởi (1.3.35)-(1.3.37) thỏa mãn phương trình truyền sóng khi t > 0 thì ngay từ điều

kiện ban đầu đã phải đủ tốt. Cụ thể, để nghiệm u thuộc C2((0, π) × (0,∞)) thì các

điều kiện ban đầu u0 ∈ C2[0, π], u1 ∈ C1[0, π] thỏa mãn điều kiện tương thích

u0(0) = 0, u1(0) = 0, u′′0(0) =0, (1.3.38)

u0(π) = 0, u1(π) = 0, u′′1(π) =0. (1.3.39)

Ta có kết quả sau.

Định lý 1.18. Giả sử u0 ∈ C3[0, π], u1 ∈ C2[0, π] thỏa mãn các điều kiện tương thích

(1.3.38)-(1.3.39), và hàm u được xác định bởi (1.3.35)-(1.3.37). Khi đó u ∈ C2([0, π]×
[0,∞)) và là nghiệm của bài toán (1.3.32)-(1.3.34).

Chứng minh. Từ điều kiện tương thích, tích phân từng phần (1.3.36)-(1.3.37) ta được

ak =
2√
π

∫ π

0

u0(x) sin(kx)dx = − 2√
π

∫ π

0

u′′′0 (x)
cos(kx)

k3
dx,

bk =
2√
π

∫ π

0

u1(x)
sin(kx)

k
dx =

2√
π

∫ π

0

u′′1(x)
sin(kx)

k3
dx.

Khi đó {k3ak} là hệ số Fourier của −u′′′0 (x), còn {k3bk} là hệ số Fourier của u′′1(x), với

u0, u1 được xem như các hàm lẻ, tuần hoàn chu kỳ 2π trên toàn trục. Do đó

∞∑
k=1

k6(a2
k + b2

k) = 2

∫ π

0

([u′′′0 (x)]2 + [u′′1(x)]2)dx <∞.

Lại để ý rằng ∣∣∂mt ∂`x [(ak cos(kt) + bk sin(kt)) sin(kx)]
∣∣ ≤ km+`

√
a2
k + b2

k

m, ` = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . .

Do đó với m, ` ∈ Z+ thỏa mãn m+ ` ≤ 2 thì

∞∑
k=1

∣∣∂mt ∂`x [(ak cos(kt) + bk sin(kt)) sin(kx)]
∣∣ ≤

≤

(
∞∑
k=1

k2(m+`+1)(a2
k + b2

k)

)1/2( ∞∑
k=1

k−2

)1/2

<∞.
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Từ đây ta có ngay u thuộc lớp C2([0, π]× [0,∞)) và các đạo hàm riêng đến cấp 2 được

cho bởi

∂mt ∂
`
xu(x, t) =

∞∑
k=1

km+`(ak cos(kt+
mπ

2
) + bk sin(kt+

mπ

2
)) sin(kx+

`π

2
).

Từ đây không khó để thấy u là nghiệm của bài toán (1.3.32)-(1.3.34).

Có thể thấy ngay từ chứng minh đánh giá sau

||u||C2([0,π]×[0,∞)) ≤ C

(
3∑
i=0

||u(i)
0 ||L2 +

2∑
i=0

||u(i)
1 ||L2

)
với hằng số dương C không phụ thuộc u.

Để có nghiệm u thuộc lớp C2 ta không cần đòi hỏi nhiều về độ trơn như Định lý 1.18,

mà chỉ cần u0 ∈ C2[0, π], u1 ∈ C1[0, π] và điều kiện tương thích (1.3.38)-(1.3.39) được

thỏa mãn. Việc này sẽ được chi tiết hóa trong Chương về phương trình truyền sóng.

Một vài so sánh giữa bài toán biên hỗn hợp cho phương trình truyền nhiệt và phương

trình truyền sóng:

• Với phương trình truyền nhiệt, để nghiệm trơn ở bên trong tập xác định (kể cả

theo thời gian) ta chỉ cần điều kiện ban đầu thuộc vào L2[0, π], theo Định lý 1.15.

Với phương trình truyền sóng thì độ trơn của nghiệm bằng độ trơn của điều kiện

ban đầu khi số chiều không gian n = 1, còn khi số chiều n ≥ 2 thì độ trơn của

nghiệm còn thấp hơn cả của điều kiện ban đầu.

• Với phương trình truyền nhiệt, để nghiệm tốt đến tận biên ngoài tính tốt của

điều kiện ban đầu ta còn cần đến điều kiện tương thích như trong các Định lý

1.16 và Định lý 1.17. Với phương trình truyền sóng ta cũng cần đến điều kiện

tương thích ngay cả khi chỉ cần nghiệm tốt ở bên trong.

Để kết thúc phần phương pháp tách biến, ta có thể giải các bài toán biên hỗn hợp cho

phương trình truyền sóng và phương trình truyền nhiệt trong miền hình vuông, hình

tròn (không gian 2−chiều), hay miền hình lập phương, hình trụ, hình cầu (không gian

3−chiều). Khi đó ta gặp các chuỗi Fourier trong không gian 2−chiều và không gian

3−chiều. Khá nhiều kết quả về chuỗi Fourier nhiều chiều lặp lại chuỗi Fourier 1−chiều.
Tuy nhiên những bài toán cơ bản, chẳng hạn như khảo sát sự hội tụ điểm của chuỗi

Fourier nhiều chiều cho đến nay vẫn còn là bài toán mở.


