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Chương 1

Phương trình truyền nhiệt

1.1 Biến đổi Fourier

1.1.1 Các tính chất cơ bản

Trước hết ta định nghĩa không gian các hàm giảm nhanh Schwartz S gồm các hàm

ϕ ∈ C∞(Rn;C) sao cho xβ∂αu(x) bị chặn trong Rn, với bất kỳ α, β ∈ Zn+.

Ví dụ 1.1. Ví dụ điển hình e−
|x|2
2 ∈ S. Những ví dụ khác xαe−

|x|2
2 ∈ S, α ∈ Zn+.

Không gian S là không gian véc-tơ trên trường C. Ánh xạ lấy đạo hàm riêng cấp

α ∈ Zn+ cũng là ánh xạ tuyến tính trong S. Ngoài ra, với hàm a ∈ C∞(Rn) thỏa mãn:

với bất kỳ α ∈ Zn+ đều có Cα > 0,mα ∈ Z+ sao cho

|∂αa(x)| ≤ Cα(1 + |x|2)mα , x ∈ Rn,

ánh xạ ϕ 7→ aϕ là ánh xạ tuyến tính trong S.

Ví dụ 1.2. Ánh xạ

ϕ 7→ ϕ

1 + |x|2

là ánh xạ tuyến tính trong S.

Định nghĩa 1.1. Với u ∈ S, biến đổi Fourier của u được xác định bởi

û(ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn
e−ix·ξu(x)dx.
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Ví dụ 1.3. ê−|x|2/2(ξ) = e−|ξ|
2/2.

Biến đổi Fourier là ánh xạ tuyến tính trong S. Điều này được chứng minh nhờ bổ

đề sau:

Bổ đề 1.1. Cho u ∈ S. Khi đó û ∈ S. Hơn nữa với bất kỳ α, β ∈ Zn+ có

∂̂αu(ξ) =(iξ)αû(ξ),

∂βû(ξ) =(−i)|β|x̂βu(ξ).

Biến đổi Fourier còn là một đẳng cấu trong S với biến đổi Fourier ngược

ǔ(x) = (2π)−n/2
∫
Rn
eix·ξu(ξ)dξ.

Một số tính chất của biến đổi Fourier:

Mệnh đề 1.2. (i) Với u ∈ S, a ∈ Rn có ̂u(· − a)(ξ) = e−iξ·aû(ξ).

(ii) Với u ∈ S, k ∈ R \ {0} có û(k·)(ξ) = |k|−nû(ξ/k).

(iii) Với u, v ∈ S có

û ∗ v(ξ) =(2π)n/2û(ξ)v̂(ξ),

û · v(ξ) =(2π)−n/2(û ∗ v̂)(ξ),∫
Rn
u(x)v(x)dx =

∫
Rn
û(ξ)v̂(ξ)dξ.

Biến đổi ngược Fourier cũng có các tính chất tương tự trên.

Trong tính chất (iii) phép tích chập được định nghĩa

u ∗ v(x) =

∫
Rn
u(x− y)v(y)dy

là phép toán trong S.

Đẳng thức cuối trong tính chất (iii) được gọi là đẳng thức Parseval. Từ đó lấy u = v

ta có đẳng thức Plancherel

||u||L2 = ||û||L2 .

Không khó để dẫn đến định nghĩa biến đổi Fourier trong L2(Rn) từ đẳng thức Plancherel.
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1.1.2 Ví dụ ứng dụng biến đổi Fourier

Biến đổi Fourier giúp ta giải phương trình đạo hàm riêng với hệ số hằng, một việc

được coi rất khó vào đầu thế kỷ XX. Dưới đây ta xét một số ví dụ đơn giản.

Ví dụ 1.4. Xét phương trình

−∆u+ u = f trong Rn. (1.1)

Bằng cách dùng tích phân năng lượng

I =

∫
Rn
|∇u(x)|2dx

ta dẫn đến tính duy nhất nghiệm của phương trình (1.1) trong S. Tiếp theo ta sẽ chỉ

ra nghiệm của phương trình (1.1) trong S. Với f ∈ S, biến đổi Fourier cả hai vế của

(1.1) ta được

û(ξ) =
1

1 + |ξ|2
f̂(ξ).

Từ Ví dụ 1.2 ta có f̂/(1 + |ξ|2) ∈ S nên nghiệm của (1.1)

u(x) = (2π)−n/2
∫
Rn
eix·ξ

f̂(ξ)

1 + |ξ|2
dξ.

Từ tính chất của biến đổi Fourier nghiệm tìm được này có tính chất sau:

• u ∈ S,

•
∫
Rn(|u(x)|2 + 2|∇u(x)|2 + |∇2u(x)|2)dx =

∫
Rn |f(x)|2dx.

Ví dụ trên ta xét phương trình elliptic. Ví dụ tiếp theo ta quan tâm đến bài toán

Cauchy cho phương trình truyền nhiệt.

Ví dụ 1.5. Xét bài toán Cauchy

ut −∆xu =f trong Rn × (0,∞), (1.2)

u(x, 0) =u0(x), x ∈ Rn. (1.3)

Ký hiệu S0(S1) là không gian các hàm u : Rn × [0,∞)→ C, sao cho

• với mỗi x ∈ Rn hàm u(x, ·) ∈ C[0,∞) (C1(0,∞) ∩ C[0,∞) tương ứng),
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• với mỗi t ∈ [0,∞) hàm u(·, t) ∈ S.

Khi đó, bằng cách dùng tích phân năng lượng

I(t) =

∫
Rn
u2(x, t)dx

ta dẫn đến tính duy nhất nghiệm của bài toán (1.2)-(1.3).

Với f ∈ S0, u0 ∈ S dùng biến đổi Fourier theo biến x bài toán (1.2)-(1.3) ta được bài

toán

ût + |ξ|2û =f̂(ξ, ·) khi t > 0,

û(x, 0) =û0.

Từ công thức biến thiên Lagrange ta có nghiệm của bài toán trên

û(ξ, t) = û0(ξ)e−|ξ|
2t +

∫ t

0

e−|ξ|
2(t−s)f̂(ξ, s)ds.

Sử dụng các tính chất của biến đổi ngược Fourier ta thu được nghiệm

u(x, t) =

∫
Rn
K(x− y, t)u0(y)dy +

∫ t

0

ds

∫
Rn
K(x− y, t− s)f(y, s)dy

với nhân Weierstrass-Gauss

K(x, t) = (2π)−n/2ê−|ξ|2t(x) =
1

(4πt)n/2
e−
|x|2
4t .

1.2 Nghiệm cơ bản

Nhân Weierstrass-Gauss trong Ví dụ 1.5 còn được gọi là nhân nhiệt (heat kernel)

hay nghiệm cơ bản của phương trình truyền nhiệt. Trong mục này ta xem các tính

chất của nó.

1.2.1 Tính chất của nghiệm cơ bản

Mệnh đề 1.3. Nghiệm cơ bản K(x, t) của phương trình truyền nhiệt có các tính chất:

(i) K ∈ C∞(Rn × (0,∞)).
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(ii) K(x, t) > 0, x ∈ Rn, t > 0.

(iii) (∂t −∆x)K = 0 trong Rn × (0,∞).

(iv)
∫
Rn K(x, t)dx = 1, t > 0.

(v) Với mỗi δ > 0 có

lim
t→0+

∫
Rn\Bδ

K(x, t)dx = 0.

Chứng minh. Các tính chất (i)-(ii) nhìn thấy ngay từ công thức của nghiệm cơ bản

K(x, t) =
1

(4πt)n/2
e−
|x|2
4t .

Tính chất (iii) thấy được nhờ tính toán trực tiếp

• Kt(x, t) =

(
|x|2

4t2
− n

2t

)
K(x, t),

• Kxixi(x, t) =

(
x2
i

4t2
− 1

2t

)
K(x, t).

Tính chất (iv)-(v) có được nhờ, với δ > 0, t > 0,∫
|x|>δ

K(x, t)dx =
1

πn/2

∫
|η|> δ

2
√
t

e−|η|
2

dη,∫
Rn
e−|η|

2

dη = πn/2,

δ

2
√
t
→ +∞ khi t→ 0+.

Cố định (x, t) ∈ Rn × [0,∞), ε > 0 ta ký hiệu

K̃ε(y, s) = K(x− y, t+ ε− s), s < t+ ε.

Từ các tính chất của K ta có:

• K̃ε ∈ C∞(Rn × (−∞, t+ ε)),

• K̃ε(y, s) > 0, (y, s) ∈ Rn × (−∞, t+ ε),
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• (∂s + ∆y)K̃ε = 0 trong Rn × (−∞, t+ ε),

• với mỗi δ > 0 có

lim
ε→0+

∫
Bδ(x)

K̃ε(y, t)dy = 1,

• tổng quát, với bất kỳ tập mở U chứa x có

lim
ε→0+

∫
Rn\U

K̃ε(y, t)dy = 0,

lim
ε→0+

∫
U

K̃ε(y, t)dy = 1.

Ta có kết quả sau:

Định lý 1.4. Cho u0 ∈ C(Rn)× L∞(Rn) và với mỗi (x, t) ∈ Rn × (0,∞) xét

u(x, t) =

∫
Rn
K(x− y, t)u0(y)dy.

Khi đó u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) thỏa mãn

ut −∆xu =0 trong Rn × (0,∞), (1.4)

lim
(x,t)→(x0,0)

t>0

u(x, t) =u0(x0), x0 ∈ Rn. (1.5)

Chứng minh. Để chứng minh tính trơn của u ta sẽ chứng minh nó có đạo hàm riêng

mọi cấp, và đạo hàm riêng mọi cấp của nó đều liên tục. Cụ thể ta sẽ chứng minh tích

phân ∫
Rn
∂kt ∂

α
xK(x− y, t)u0(y)dy

hội tụ tuyệt đối, đều theo (x, t) trong Rn× (ε,∞) với bất kỳ ε > 0. Thật vậy, tính toán

cụ thể ta thấy ∂kt ∂
α
xK(x− y, t) là tổng của hữu hạn các số hạng có dạng

Cβ,mt
−m(x− y)βe−

|x−y|2
4t .

Từ đây và tính liên tục, bị chặn của u0 ta có ngay sự hội tụ tuyệt đối đều của tích

phân trên. Từ đó ta có u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) và

∂kt ∂
α
xu(x, t) =

∫
Rn
∂kt ∂

α
xK(x− y, t)u0(y)dy.
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Như vậy, từ tính chất (iii) của K ta có

ut −∆xu = 0 trong Rn × (0,∞).

Để chứng minh phần còn lại ta xét

u(x, t)− u0(x0) =

∫
Rn
K(x− y, t)(u0(y)− u0(x0))dy ( tính chất (ii) của K).

Cố định ε > 0. Do u0 ∈ C(Rn) nên có δ > 0 để

|u(y)− u(x0)| ≤ ε

2
, |y − x0| < 2δ.

Lấy x ∈ Bδ(x0), y ∈ Rn \B2δ(x0) có B2δ(x0) là tập mở chứa x nên từ tính chất của K̃t

ta có

lim
t→0+

∫
Rn\B2δ(x0)

K(x− y, t)dy = 0.

Khi đó có t0 > 0 để khi 0 < t < t0 có

0 <

∫
Rn\B2δ(x0)

K(x− y, t)dy < 1

4Mε

với M = ||u0||L∞ .
Từ tính chất (ii) và (iv) của K có ||u||L∞ ≤M và khi x ∈ Bδ(x0), 0 < t < t0

|u(x, t)− u0(x0)| ≤
∫
B2δ(x0)

K(x− y, t)|u0(y)− u0(x0)|dy+

+

∫
Rn\B2δ(x0)

K(x− y, t)|u0(y)− u0(x0)|dy

≤ε.

Phân tích chi tiết ta có thể thấy δ, t0 không phụ thuộc vào x0 trên từng compact.

Nếu chỉ quan tâm hàm u(x, t) khi t > 0 ta chỉ cần u0 ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ ta đã

có u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) và thỏa mãn phương trình truyền nhiệt trong Rn × (0,∞).

Đặc biệt khi p = 1 ta có kết quả về tốc độ triệt tiêu của nghiệm như sau:

Mệnh đề 1.5. Cho u0 ∈ L1(Rn) và

u(x, t) =

∫
Rn
K(x− y, t)u0(y)dy.

Khi đó, với t > 0 có

sup
Rn
|u(·, t)| ≤ 1

(4πt)n/2
||u0||L1 .
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Tiếp theo ta thấy giả thiết về tính bị chặn của u0 khá chặt qua việc quan sát

Gα(x, t) =
1

(1− 4αt)n/2
e

α
1−4αt

|x|2 , α > 0, 0 < t < 1/(4α).

Có thể thấy Gα ∈ C∞(Rn × (0, 1/(4α))) và thỏa mãn bài toán

Gαt −∆xGα =0 trong Rn × (0, 1/(4α)),

Gα(x, 0) =eα|x|
2

, x ∈ Rn.

Có thể thấy điều kiện ban đầu của bài toán trên không những không bị chặn mà có

độ tăng ra vô cùng cấp mũ. Tuy nhiên để ý thêm thời gian tồn tại chỉ hữu hạn, dưới

1/(4α). Dưới đây ta đưa ra kết quả như ví dụ này:

Định lý 1.6. Cho u0 ∈ C(Rn) có độ tăng thỏa mãn

|u0(x)| ≤MeA|x|
2

, x ∈ Rn,

với các hằng số dương M,A. Khi đó

u(x, t) =

∫
Rn
K(x− y, t)u0(y)dy

là hàm trơn vô hạn trong Rn × (0, 1/(4A)) và thỏa mãn

ut −∆xu = 0 trong Rn × (0, 1/(4A)).

Hơn nữa

lim
(x,t)→(x0,0)

t>0

u(x, t) = u0(x0), x0 ∈ Rn.

Chứng minh. Trước hết ta chuyển dạng toàn phương theo biến y về dạng chính tắc

−|x− y|
2

4t
+ A|y|2 = −1− 4At

4t

∣∣∣∣y − x

1− 4At

∣∣∣∣2 +
A|x|2

1− 4At
, 0 < t <

1

4A
.

Đặt v0(x) = e−A|x|
2
u0(x) ta có ||v0||L∞ ≤M và

u(x, t) =
1

(4πt)n/2
e
A|x|2
1−4At

∫
Rn

e−
1−4At

4t |y− x
4At |

2

v0(y)dy,
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∂kt ∂
α
xK(x− y, t) =

∑
hữu hạn

Cβ,mt
−m(x− y)βe−

|x−y|2
4t ,

∫
Rn

|x− y||β|

tm
e−
|x−y|2

4t u0(y)dy =
1

tm
e
A|x|2
1−4At

∫
Rn

|x− y||β|e−
1−4At

4t |y− x
4At |

2

v0(y)dy.

Lại có

|x− y| ≤ 1

1− 4At
|x|+

∣∣∣∣y − x

1− 4At

∣∣∣∣ , 0 < t <
1

4A

nên tương tự Định lý 1.4 ta có u ∈ C∞(Rn × (0, 1/(4A))) và thỏa mãn phương trình

truyền nhiệt trong Rn × (0, 1/(4A)).

Để chứng minh phần còn lại ta để ý khi

0 < t <
1

8A
, |y − x0| > 2δ, |x− x0| < δ/2

có ∣∣∣∣∣∣∣
∫

|y−x0|>2δ

K(x− y, t)u0(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
M

(4πt)n/2
e
A|x|2
1−4At

∫
|y−x0|>2δ

e−
1−4At

4t |y− x
4At |

2

dy

≤ M

(4πt)n/2
e2A|x|2

∫
|y−x0|>2δ

e−
1
8t |y− x

1−4At |
2

dy

≤ M

πn/2
e2A|x|2

∫
|η|> δ

2
√
t

e−|η|
2/2dη

Lại tiếp tục như Định lý 1.4 ta hoàn thành chứng minh Định lý này.

Đến đây ta có câu hỏi, liệu phương bài toán Cauchy xét ở trên còn có nghiệm khác

hay không? Nói cách khác bài toán Cauchy thuần nhất có nghiệm không tầm thường

không?

Ví dụ sau cho câu trả lời có.

Ví dụ 1.6 (Ví dụ Tikhonov). Xét bài toán

ut − uxx =0 trong R× R,

u(0, t) = a(t), ux(0, t) =0 khi t ∈ R,
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với hàm cho trước a ∈ C∞(R). Ta tìm nghiệm của bài toán dưới dạng chuỗi

u(x, t) =
∞∑
k=0

ak(t)x
k.

Thay vào bài toán ta có

a0(t) = a(t), a1(t) = 0 và ak(t) =
1

k(k − 1)
a′k−2(t) khi k ≥ 2.

Ta có nghiệm

u(x, t) =
∞∑
k=0

1

(2k)!
a(2k)(t)x2k.

Nếu

a(t) =

e−1/t khi t > 0,

0 khi t ≤ 0

thì a(k)(0) = 0, k ∈ Z+. Do đó u(x, t) là nghiệm không tầm thường của bài toán Cauchy

ut − uxx =0 trong R× (0,∞),

u(x, 0) =0, x ∈ R.

Một ví dụ khác cho thấy bài toán ngược của phương trình truyền nhiệt không ổn

định.

Ví dụ 1.7. Bài toán ngược

ut − uxx =0 trong R× (0, T ),

u(x, T ) =ϕ(x), x ∈ R,

có nghiệm um(x) = em
2(T−t) sin(mx) khi ϕ(x) = ϕm(x) = sin(mx), m ∈ Z. Khi đó

sup
x∈R
|ϕm| = 1

còn

sup
x∈R
|um(·, t)| = em

2(T−t) →∞,m→∞, t ∈ (0, T ).
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1.2.2 Tính chính quy

Trong mục trước ta đưa ra một nghiệm cho bài toán Cauchy của phương trình

truyền nhiệt. Nhìn chung nghiệm đưa ra rất tốt, chẳng hạn nó khả vi vô hạn ngay khi

t > 0 và điều kiện ban đầu chỉ cần bị chặn. Mục này sẽ quan tâm đến câu hỏi: liệu tính

trơn đó có phải là tính chất chung của các nghiệm của phương trình truyền nhiệt?

Để nghiên cứu tính trơn ta sử dụng hàm K̃ε. Trước hết ta nhắc lại hàm này. Cố định

(x, t) ∈ Rn × R, ε > 0

K̃ε(y, s) = K(x− y, t− s), (y, s) ∈ Rn × (−∞, t).

Lấy D là miền bị chặn với biên thuộc lớp C1 trong Rn × (−∞, t+ ε) và u ∈ C2,1(D)∩
C1(D̄) thỏa mãn phương trình truyền nhiệt trong D. Khi đó

(uK̃ε)s +
n∑
i=1

(uK̃εyi − K̃εuyi)yi = 0.

Áp dụng công thức dạng DIV cho miềnD có véc-tơ pháp tuyến ngoài đơn vị ν = (νy, νt)

và trường

(uK̃εy1 − K̃εuy1 , . . . , uK̃εyn − K̃εuyn , uK̃ε)

ta được ∫
∂D

(
u(y, s)∂νyK̃ε(y, s)− K̃ε(y, s)∂νyu(y, s)

)
dSy,s+

+

∫
∂D

u(y, s)K̃ε(y, s)νsdSy,s = 0. (1.6)

Với mỗi (x0, t0) ∈ Rn × R, R > 0, ký hiệu trụ

QR(x0, t0) = BR(x0)× (t0 −R2, t0].

Trong trường hợp x0 = 0, t0 = 0 ta viết QR = QR(0, 0).

Sử dụng (1.6) ta có các kết quả về tính chính của nghiệm của phương trình truyền

nhiệt như sau:

Định lý 1.7. Cho u ∈ C2,1(QR(x0, t0)), R > 0, (x0, t0) ∈ Rn×R, là nghiệm của phương

trình ut −∆xu = 0 trong QR(x0, t0). Khi đó u ∈ C∞(QR(x0, t0)).
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Chứng minh. Bằng cách dịch chuyển và co giãn ta có thể giả sử x0 = 0, t0 = 0, R = 1.

Lấy (x, t) ∈ Q1. Để chứng minh tính trơn của u ta sẽ chứng minh u trơn tại mỗi điểm

(x, t).

Có (x, t) ∈ Q1 nên có r > max{|x|,−t} để (x, t) ⊂ B̄r × [t,−r] ⊂ Q1. Lưu ý có thể

chọn r chung khi (x, t) thay đổi trong một tập compact.

Sử dụng đẳng thức (1.6) với D = Br × (t,−r) có biên ∂D gồm

• đáy trên Br × {t} có pháp tuyến ngoài đơn vị (νy, νs) = (0, 1),

• đáy dưới Br × {−r} có pháp tuyến ngoài đơn vị (νy, νs) = (0,−1),

• mặt xung quanh ∂Br × [−r, t] có pháp tuyến ngoài đơn vị (νy, νs) = (νy, 0).

Khi đó (1.6) trở thành∫ t

−r
ds

∫
∂Br

(
u(y, s)∂νyK̃ε(y, s)− K̃ε(y, s)∂νyu(y, s)

)
dSy+

+

∫
Br

u(y, t)K̃ε(y, t)dy −
∫
Br

u(y,−r)K̃ε(y,−r)dy = 0.

Từ tính chất của K̃ε, và Br chứa x ta có

lim
ε→0+

∫
Br

u(y, t)K̃ε(y, t)dy = u(x, t)

nên từ trên, cho ε→ 0+, ta được

u(x, t) =

∫
Br(x)

u(y,−r)K(x− y, t+ r)dy+

+

t∫
−r

ds

∫
∂Br

[
K(x− y, t− s)∂νyu(y, s)− u(y, s)∂νyK(x− y, t− s)

]
dSy. (1.7)

Có u ∈ C1(B̄r × [t,−r]). Lại có

• do t+ r > 0 nên K(z, t+ r) trơn theo (z, t) ∈ Rn × (−r,∞),

• do x ∈ Br, y ∈ ∂Br nên K(x− y, τ) trơn theo (x, τ) ∈ Br × [0,∞).

Từ đó ta sẽ dẫn đến tính trơn của u(x, t).
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Biểu diễn tích phân (1.7) của nghiệm của phương trình truyền nhiệt chưa đủ để

ta đánh giá. Lý do tính kỳ dị của nghiệm cơ bản vẫn xuất hiện trong tích phân. Để

làm mất tính kỳ dị này ta cần làm trơn những chỗ kỳ dị này. Khi đó ta có đánh giá

gradient sau:

Định lý 1.8. Cho u ∈ C2,1(QR(x0, t0)), R > 0, (x0, t0) ∈ Rn×R, là nghiệm của phương

trình ut −∆xu = 0 trong QR(x0, t0). Khi đó

|∇xu(x0, t0)| ≤ C

R
sup

QR(x0,t0)

|u|

trong đó hằng số C chỉ phụ thuộc vào n.

Chứng minh. Giống Định lý 1.7, ta giả sử x0 = 0, t0 = 0, R = 1. Lấy (x, t) ∈ Q1/4 và

hàm ϕ ∈ C∞(Q1) thỏa mãn

ϕ(x) = 1 khi x ∈ Q1/2, ϕ(x) = 0 khi x 6∈ Q3/4.

Làm tương tự 1.6, thay K̃ε bởi v = K̃ε và miền D = B5/6 × (−5/6, t). Khi đó:

• trường F = (uvy1 − vuy1 , . . . , uvyn − vuyn , uv) có

divF = u(vs −∆yv)

• biên ∂D gồm:

- đáy trên B5/6 × {t} có pháp tuyến ngoài đơn vị (νy, νs) = (0, 1),

- đáy dưới B5/6 × {−5/6} có ϕ(y,−5/6) = 0,

- mặt xung quanh ∂B5/6× [−5/6, t] có ϕ = 0 trong một lân cận của mặt xung quanh.

Từ công thức dạng DIV ta thu được∫
B5/6×(−5/6,t)

u(y, s)(∂s + ∆y)(ϕK̃ε)(y, s)dyds =

∫
B5/6

(ϕu)(y, t)K̃ε(y, t)dy. (1.8)

Lại từ tính chất của K̃ε, ϕ và (x, t) ∈ Q1/4 nên

lim
ε→0+

∫
B5/6

(ϕu)(y, t)K̃ε(y, t)dy = ϕ(x, t)u(x, t) = u(x, t).
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Tính toán, chú ý (∂s −∆y)K̃ε = 0 có

(∂s −∆y)(ϕK̃ε) = (ϕs −∆yϕ)K̃ε + 2∇yϕ · ∇K̃ε

Chú ý thêm ϕ là hằng số ngoài Q3/4 \Q1/2 có

(∂s −∆y)(ϕK̃ε) = 0 ngoài Q3/4 \Q1/2.

Thay lại (1.8), cho ε→ 0+, ta được

u(x, t) =

∫
B 3

4
×(− 9

16
,t)\Q 1

2

u(y, s)((ϕs(y, s)−∆yϕ(y, s))K(x− y, t− s)+

+ 2∇yϕ(y, s) · ∇K(x− y, t− s))dyds.

Có ϕ khả vi vô hạn, có các đạo hàm riêng bị chặn trong Q3/4, còn K(x − y, t − s)

khả vi vô hạn, có các đạo hàm riêng bị chặn theo (x, y, t, s) khi (x, t) ∈ Q1/4 còn

(y, s) ∈ B3/4 × (−9/16, t) \Q1/2. Từ đó ta có đánh giá gradient cần chứng minh.

Tiếp theo ta có đánh giá cho đạo hàm riêng mọi cấp như sau:

Định lý 1.9. Cho u ∈ C2,1(QR(x0, t0)), R > 0, (x0, t0) ∈ Rn×R, là nghiệm của phương

trình ut −∆xu = 0 trong QR(x0, t0). Khi đó

|∂kt∇m
x u(x0, t0)| ≤ Cm+2k

Rm+2k
nkem+2k−1(m+ 2k)! sup

QR(x0,t0)

|u|

trong đó hằng số C chỉ phụ thuộc vào n.

Chứng minh. Để chứng minh kết quả này ta chú ý ∂kt u = ∆ku, còn lại chứng minh

tương tự như hàm điều hòa.

Từ kết quả này ta dẫn đến tính giải tích theo biến x của nghiệm của phương trình

truyền nhiệt như sau:

Định lý 1.10. Cho u ∈ C2,1(QR(x0, t0)), R > 0, (x0, t0) ∈ Rn × R, là nghiệm của

phương trình ut −∆xu = 0 trong QR(x0, t0). Khi đó u(·, t) giải tích trong BR(x0) với

mỗi t ∈ (t0−R2, t0). Hơn nữa ∂kt u(·, t), k ∈ Z+, cũng là các hàm giải tích trong BR(x0)

với mỗi t ∈ (t0 −R2, t0).

Chứng minh kết quả này không khác gì kết quả tương tự cho hàm điều hòa. Cần

chú ý, ví dụ Tikhonov cho thấy nghiệm của phương trình truyền nhiệt nói chung không

giải tích theo t.
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1.2.3 Tính chất giá trị trung bình

Trong mục này ta chỉ ra nghiệm của phương trình truyền nhiệt có tính chất giá trị

trung bình. Khác với phương trình Laplace ta có trung bình cầu, phương trình truyền

nhiệt có trung bình trên cầu nhiệt. Cụ thể, với mỗi (x, t) ∈ Rn × R, r > 0, ta định

nghĩa cầu nhiệt tại (x, t), bán kính r như sau:

• Hình cầu nhiệt

Er(x, t) = {(y, s) ∈ Rn × R : s < t, K̃(y, s) >
1

rn
}

với K̃(y, s) = K(x− y, t− s) =
1

(4π(t− s))n/2
e−
|x−y|2
4(t−s) .

• Mặt cầu nhiệt

∂Er(x, t) = {(y, s) ∈ Rn × R : s < t, K̃(y, s) =
1

rn
}.

Có thể thấy Er(x, t) có cực bắc (x, t), có thiết diện với mặt phẳng vuông góc với trục

Ot tại s là hình cầu, tâm (x, s), bán kính(
4ns ln

(
r√
4πs

))1/2

,

phình dần ra khi s giảm cho đến lúc nó đạt cực đại tại s = t− r2

4πe
, tiếp đó nó thu dần

về điểm (x, t− r2

4π
). Để đơn giản ký hiệu khi (x, t) = (0, 0) ta ký hiệu Er, ∂Er lần lượt

là hình cầu nhiệt, mặt cầu nhiệt tâm tại gốc, bán kính r. Khi đó dễ thấy

(x, t) ∈ Er(x0, t0) khi và chỉ khi ((x− x0)/2, (t− t0)/r2) ∈ E1.

Ta cần đến bổ đề tính toán sau:

Bổ đề 1.11. ∫
E1

|y|2

s2
dyds = 4.

Chứng minh. Dùng Fubini ta có

I =

∫
E1

|y|2

s2
dyds =

∫ 1
4π

0

1

s2
ds

∫ r(s)

0

dt

∫
St

|y|2dSy,
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với r(s) =
(

4ns ln
(

1√
4πs

))1/2

. Tính toán tiếp với chú ý diện tích mặt cầu đơn vị trong

không gian n−chiều là ωn =
2πn/2

Γ(n/2)
, ta có

I =
2πn/2

(n+ 2)Γ(n/2)

∫ 1
4π

0

s−2

(
4ns ln

(
1√
4πs

))(n+2)/2

ds.

Đổi biến ζ = n ln
(

1√
4πs

)
ta được

I =
2πn/2

(n+ 2)Γ(n/2)
× 4n/2+2

(4π)n/2n

∫ ∞
0

e−ζζn/2+1dζ = 4.

Ta đến với tính chất trung bình hình cầu nhiệt sau:

Định lý 1.12. Với (x0, t0) ∈ Rn × R, u ∈ C2,1(Er(x0, t0)) ∩ C1(Ēr(x0, t0)) là nghiệm

của phương trình truyền nhiệt trong Er(x0, t0). Khi đó

u(x0, t0) =
1

4rn

∫
Er(x0,t0)

u(y, s)
|x0 − y|2

(t0 − s)2
dyds.

Chứng minh. Bằng phép dịch chuyển và co giãn

v(x, t) = u
(
r(x− x0), r2(t− t0)

)
ta có thể giả sử x0 = 0, t0 = 0, r = 1.

Xét hàm

ψ(r) =
1

rn

∫
Er

u(y, s)
|y|2

s2
dyds =

∫
E1

u(ry, r2s)
|y|2

s2
dyds, 0 ≤ r ≤ 1.

Ta sẽ chứng minh ψ(r) là hàm hằng theo r. Khi đó, từ Bổ đề 1.11 và cho r → 0+ ta có

tính chất giá trị trung bình hình cầu nhiệt cần chứng minh.

Lấy đạo hàm

ψ′(r) =

∫
E1

(
n∑
i=1

yiuyi(ry, r
2s) + 2sus(ry, r

2s)

)
|y|2

s
dyds

=
1

rn

∫
Er

(
n∑
i=1

yiuyi(y, s)
|y|2

s
+ 2us(y, s)

|y|2

s

)
dyds. (1.9)
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Đặt

ϕ(y, s) = −n
2

ln(−4πs) +
|y|2

4s
+ n ln r, (y, s) ∈ Ēr

có

• ϕ(y, s) = 0 khi (y, s) ∈ ∂Er,

• ϕs(y, s) = − n

2s
− |y|

2

4s2
, ϕyi(y, s) =

yi
2s

nên

n∑
i=1

yiuyi
|y|2

s
+ 2us

|y|2

s
= −

n∑
i=1

uyiyi

(
4ϕs +

2n

s

)
+ 4us

n∑
i=1

yiϕyi

= 4 (us(y · ϕ)− ϕs(y · ∇u)− n∇u · ∇ϕ) .

Xét trường

F = (ϕ(y1us − nuy1), . . . , ϕ(ynus − nuyn),−ϕy · ∇u)

có

divF =us(y · ∇ϕ) + ϕ(y · ∇us) + nϕus − nϕ∆yu− n∇u · ∇ϕ−

− ϕs(y · ∇u)− ϕ(y · ∇us)

mà us −∆yu = 0 nên
n∑
i=1

yiuyi
|y|2

s
+ 2us

|y|2

s
= 4 divF. (1.10)

Sử dụng công thức dạng DIV cho trường F và miền Er với chú ý ϕ = 0 trên ∂Er nên∫
Er

divF (y, s)dyds = 0. (1.11)

Từ (1.9)-(1.11) ta có điều phải chứng minh.

Khác với hàm điều hòa, hai tính chất trung bình trong hình cầu và mặt cầu chuyển

được qua nhau nhờ phép lấy đạo hàm và lấy tích phân, việc chuyển sang tính chất giá

trị trung bình trên mặt cầu nhiệt không đơn giản như thế.

Định lý 1.13. Với (x0, t0) ∈ Rn × R, u ∈ C2,1(Er(x0, t0)) ∩ C1(Ēr(x0, t0)) là nghiệm

của phương trình truyền nhiệt trong Er(x0, t0). Khi đó

u(x0, t0) =
1

2rn

∫
∂Er(x0,t0)

u(y, s)
|x0 − y|
t0 − s

dyds.
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Chứng minh. Tương tự như trong hình cầu nhiệt ta có thể giả sử x0 = 0, t0 = 0, r = 1.

Lấy ε ∈ (0, 1
4πe

), bán kính hình cầu thiết diện vuông góc với trục 0t tại ε trong hình

cầu nhiệt E1 xác định bởi

rε =

(
4πε ln

(
1√
4πε

))1/2

.

Tương tự (1.6), thay K̃ε bởi K̄(x, t) = K(x,−t)− 1 và miền

D = {(x, t) : −ε < t < − 1

4π
,K(x,−t) > 1} ⊂ E1

có ∫
∂D

(
u(y, s)∂νyK̄(y, s)− K̄(y, s)∂νyu(y, s)

)
dSy,s+

+

∫
∂D

u(y, s)K̄(y, s)νsdSy,s = 0.

Có ∂D = {(x, t) : −ε ≤ t ≤ − 1
4π
, K(x,−t) = 1} ∪ {(x,−ε) : |x| < rε}. Lại có

• khi (y, s) ∈ S1ε = {(x, t) : −ε ≤ t ≤ − 1
4π
, K(x,−t) = 1}

K̄(y, s) = 0, ∂νyK̄(y, s) =
|y|
2s
K(y,−s) =

|y|
2s
,

• khi (y, s) ∈ S2ε = {(x,−ε) : |x| < rε}

K̄(y,−ε) = K(y, ε)− 1, ∂νyK̄(y,−ε) = 0, νs = 1

nên ∫
S1ε

u(y, s)
|y|
2s
dSy,s = −

∫
Brε

(K(y, ε)− 1)u(y, ε)dy. (1.12)

Cho ε→ 0+ có

• S1ε → ∂E1 nên ∫
S1ε

u(y, s)
|y|
2s
dSy,s →

∫
∂E1

u(y, s)
|y|
2s
dSy,s,

• rε → 0+ nên ∫
Bε

u(y, ε)dy → 0,
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• r2
ε

ε
→ +∞ nên ∫

Brε

K(y, ε)dy =
1

πn/2

∫
|η|≤rε/

√
ε

e−|η|
2

dη → 1.

Từ đây không khó để dẫn đến tính chất trung bình trên mặt cầu nhiệt. Chi tiết xem

như bài tập.

Từ tính chất giá trị trung bình ta có các kết quả về nguyên lý cực đại sau:

Định lý 1.14. Cho Ω là miền bị chặn trong Rn, T > 0 ký hiệu ΩT = Ω × (0, T ]. Giả

sử u ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(Ω̄T ) là nghiệm của ut −∆xu = 0 trong ΩT . Khi đó u đạt GTLN

trên biên parabolic

∂pΩT = Ω× {0} ∪ ∂Ω× [0, T ]

nghĩa là max
∂pΩT

u = max
Ω̄T

u. Hơn nữa, nếu u đạt GTLN tại (x0, t0) ∈ ΩT thì u là hàm

hằng trong Ω̄t.

1.3 Nguyên lý cực đại

1.3.1 Nguyên lý cực đại yếu

Trong mục trước ta đã nói đến biên parabolic của trụ ΩT = Ω × (0, T ], Ω là miền

bị chặn trong Rn, xác định bởi

∂pΩT = Ω× {0} ∪ ∂Ω× [0, T ].

Với tập D ⊂ Rn × R, biên parabolic của nó xác định bởi:

∂pD gồm tất cả các điểm (x, t) ∈ ∂D sao cho với bất kỳ r > 0 ta đều có

Qr(x, t) \D 6= ∅.

Miền D ⊂ Rn × R được gọi là miền parabolic nếu

∂D \ ∂pD ⊂ D.

Ta có nguyên lý cực đại yếu cho nghiệm dưới của phương trình truyền nhiệt trong D

như sau:
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Định lý 1.15. Cho D là miền parabolic chặn trong Rn×R. Giả sử u ∈ C2,1(D)∩C(D̄)

thỏa mãn

ut −∆xu ≤ 0 trong D.

Khi đó u đạt GTLN trên biên parabolic ∂pD, nghĩa là

max
∂pD

u = max
D̄

u.

Để chứng minh nguyên lý cực đại yếu này ta cần đến bổ đề sau.

Bổ đề 1.16. Cho D là miền parabolic trong Rn × R. Giả sử u ∈ C2,1(D) thỏa mãn

ut −∆xu < 0 trong D.

Khi đó u không thể đạt cực đại địa phương trong D.

Chứng minh. Ta chứng minh bằng phản chứng, nghĩa là giả sử u đạt cực đại địa phương

tại (x0, t0) ∈ D. Do D = intD ∪ (∂D \ ∂pD) nên có hai trường hợp sau xảy ra.

TH1: (x0, t0) ∈ intD. Khi đó ut(x0, t0) = 0 và ∇2u(x0, t0) là ma trận nửa xác định

âm. Do đó

ut(x0, t0)−∆xu(x0, t0) ≥ 0.

Điều này trái với giả thiết.

TH2: (x0, t0) ∈ ∂D \ ∂pD có r > 0 để Qr(x0, t0) ⊂ D. Khi đó Khi đó ut(x0, t0) ≥ 0 và

∇2u(x0, t0) là ma trận nửa xác định âm. Do đó

ut(x0, t0)−∆xu(x0, t0) ≥ 0.

Điều này trái với giả thiết.

Chứng minh nguyên lý cực đại yếu. Với mỗi ε > 0 xét

uε(x, t) = u(x, t)− εt

có

• uε ∈ C2,1(D),

• uεt −∆xuε = ut −∆xu− ε < 0 trong D.
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Áp dụng Bổ đề 1.16, uε không có cực đại địa phương trong D. Lại do uε là hàm liên

tục trên tập compact D̄ nên uε chỉ có thể đạt GTLN trên biên parabolic ∂pD, nghĩa là

max
∂pD

uε = max
D̄

uε.

Cho ε→ 0+ ta có nguyên lý cực đại cần chứng minh.

Tương tự cách tiếp cận trên ta mở rộng nguyên lý cực đại yếu cho nghiệm dưới của

phương trình

Lu = ut −∆xu+ cu = f.

Định lý 1.17. Cho D là miền parabolic bị chặn trong Rn ×R, hàm c ∈ C(D) là hàm

không âm. Giả sử u ∈ C2,1(D) ∩ C(D̄) thỏa mãn

ut −∆xu+ cu ≤ 0 trong D.

Khi đó u đạt GTLN không âm trên biên parabolic ∂pΩ, nghĩa là

max
∂pD

u+ = max
D̄

u,

trong đó u+ = max{u, 0}.

Nới rộng điều kiện cho hàm c ta có kết quả sau:

Định lý 1.18. Cho D là miền parabolic bị chặn trong Rn × R, hàm c ∈ C(D) thỏa

mãn c ≥ −c0 với c0 là hằng số không âm. Giả sử u ∈ C2,1(D) ∩ C(D̄) thỏa mãn

ut −∆xu+ cu ≤0 trong D,

u ≤0 trên ∂pD.

Khi đó u ≤ 0 trong D.

Chứng minh. Áp dụng Định lý 1.17 cho hàm v = e−c0tu. Chi tiết xem như bài tập.

Từ Định lý trên ta có nguyên lý so sánh:
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Hệ quả 1.19. Cho D là miền parabolic bị chặn trong Rn × R, hàm c ∈ C(D) thỏa

mãn c ≥ −c0 với c0 là hằng số không âm. Giả sử u, v ∈ C2,1(D) ∩ C(D̄) thỏa mãn

ut −∆xu+ cu ≤vt −∆xv + cv trong D,

u ≤v trên ∂pD.

Khi đó u ≤ v trong D.

Sử dụng Định lý 1.15 ta sẽ chứng minh nguyên lý cực đại yếu cho miền vô hạn sau:

Định lý 1.20. Cho T > 0, có thể T = +∞, u0 ∈ C(Rn) ∩ L∞(Rn). Giả sử u ∈
C2,1(Rn × (0,∞)) ∩ C(Rn × [0,∞)) thỏa mãn

ut −∆xu ≤0 trong Rn × (0, T ),

u(x, t) ≤Meλ|x|
2

trong Rn × (0, T ),

u(x, 0) =u0(x), x ∈ Rn,

trong đó M,λ là các hằng số dương. Khi đó

sup
Rn×(0,T )

u ≤ sup
Rn

u0.

Chứng minh. TH1: 0 < T <
1

4λ
. Lấy α ∈ (λ, 1

4T
). Ta cần đến hàm Gα xác định bởi

Gα(x, t) =
1

(1− 4αt)
e
α|x|2
1−4αt , 0 < t <

1

4α
.

Cố định (x, t) ∈ Rn × (0, T ). Với mỗi ε > 0 xét hàm

vε(y, t) = u(y, t)− εGα(x− y, t).

Dễ kiểm tra

• vεt −∆xvε ≤ 0 trong Rn × (0, T ),

• v(x, 0) ≤ f(x) trong Rn,
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• với |y| = R > |x|, từ giả thiết về độ tăng của u

vε(y, t) ≤MeλR
2 − εeα(R−|x|)2 , 0 < t < T,

mà α > λ > 0 và f ∈ L∞(Rn) nên với R đủ lớn có

vε(y, t) < sup
Rn

u0.

Áp dụng Định lý 1.15 cho hàm v trong BR × (0, T ) ta có

max
B̄R×[0,T ]

vε ≤ max
∂pBR×(0,T )

vε ≤ sup
Rn

u0.

Lại có (x, t) ∈ BR × (0, T ) nên

vε(x, t) = u(x, t)− ε

1− 4αt
≤ sup

Rn
u0, 0 < t < T.

Cho ε→ 0+ ta có nguyên lý cực đại yếu khi T < 1/(4λ).

TH2: T > 0 bất kỳ, kể cả khi T = +∞. Lấy (x, t) ∈ Rn × (0, T ). Do t > 0 hữu hạn

nên có số tự nhiên k để

(k − 1)T0 < t ≤ kT0, T0 =
1

8λ
.

Sử dụng kết quả của TH1 ta có

sup
Rn

u(x, jT0) ≤ sup
Rn

u(x, (j − 1)T0), 1 ≤ j ≤ k − 1

và

sup
Rn×[(k−1)T0,kT0]

u ≤ sup
Rn

u(x, (k − 1)T0).

Từ đây ta có ngay nguyên lý cực đại yếu cho trường hợp tổng quát.

1.3.2 Nguyên lý cực đại mạnh

Bổ đề 1.21. Cho (x0, t0) ∈ Rn×R, R > 0, T > 0 ký hiệu Q = BR(x0, t0)× (t0−T, t0].

Giả sử c ∈ C(Q̄), u ∈ C2,1(Q) ∩ C(Q̄) thỏa mãn

ut −∆xu+ cu ≥ 0 trong Q.
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Nếu u ≥ 0 trong Q và

u(x0, t0 − T ) > 0

thì

u(x, t) > 0, (x, t) ∈ Q.

Chứng minh. Với mỗi t1 ∈ (t0 − T, t0] ta cần chứng minh

u(x, t1) > 0, x ∈ BR(x0).

Thật vậy, bằng cách dịch chuyển ta có thể giả sử x0 = 0, t1 = 0. Khi đó t0 − T < 0

nên có α > 0 để t0 − T = −αR2. Đặt D = BR × (−αR2, 0]. Từ giả thiết ta có

u ∈ C2,1(D) ∩ C(D̄) thỏa mãn:

• ut −∆u+ cu ≥ 0 trong D,

• u ≥ 0 trong D,

• u(0,−αR2) > 0.

Khi đó có các số m > 0, ε ∈ (0, 1) sao cho

u(x,−αR2) ≥ m,x ∈ B̄εR.

Đặt

D0 = {(x, t) ∈ D : |x|2 − 1− ε2

α
t < R2}.

Phần tiếp theo ta sẽ xây dựng hàm ω ∈ C2,1(D0)× C(D̄0) thỏa mãn

• ωt −∆ω + cω ≤ 0 trong D0,

• ω = 0 trên mặt xung quanh {(x, t) ∈ ∂D0 : |x|2 − 1− ε2

α
t = R2} và ω ≤ m ở

đáy dưới {(x, t) ∈ ∂D0 : t = −αR2},

• ω > 0 trong D0.

Khi đó

• D0 là miền parabolic bị chặn,
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• c ∈ C(Q̄) nên có hằng số dương c0 để c ≥ −c0 trong Q,

• ωt −∆ω + cω ≤ ut −∆u+ cu trong D0,

• ω ≤ u trên ∂pD0

nên theo Hệ quả 1.19 ta có

u ≥ ω trong D0

nghĩa là ta có điều phải chứng minh.

Hàm ω được xây dựng như sau

ω = Cω−β1 ω2
2

trong đó

ω1(t) =
1− ε2

α
t+R2,

ω2(x, t) =
1− ε2

α
t+R2 − |x|2.

Khi đó ta có các kết luận sau:

• Do εR2 ≤ ω1 ≤ R2, ω2 > 0 trong D0 nên

ω > 0 trong D0.

• Trên mặt xung quanh {(x, t) ∈ ∂D0 : |x|2 − 1− ε2

α
t = R2} có ω2 = 0 nên ω = 0.

• Trên đáy {(x, t) ∈ ∂D0 : t = −αR2} có

ω ≤ C(εR)4−2β

nên ta chọn C = m(εR)2β−4.

• Với chú ý ω1 − ω2 = |x|2 có

ωt −∆ω + cω =− ω−β−1
1

((
β(1− ε2)

α
− cω1

)
ω2

2+

+

(
2(1− ε2)

α
+ 4n+ 8

)
ω1ω2 + 8ω2

1

)
.
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Do c ∈ C(Q̄), ε ∈ (0, 1), nên có β đủ lớn dạng toàn phương(
β(1− ε2)

α
−R2 max

Q̄
|c|
)
ω2

2 +

(
2(1− ε2)

α
+ 4n+ 8

)
ω1ω2 + 8ω2

1

xác định dương. Lại do ω1 ≤ R2 trong D0 nên với β được chọn như vậy ta có

ωt −∆ω + cω ≤ 0 trong D0.

Ta đã hoàn thành chứng minh.

Chú ý rằng, từ chứng minh trên ta có đánh giá quan trọng

u(x, 0) ≥ ε2β−4

(
1− |x|

2

R2

)
min
Bε

u(x,−αR2), x ∈ BR.

Giờ ta có thể chứng minh nguyên lý cực đại mạnh.

Định lý 1.22. Cho Ω là miền bị chặn trong Rn, T > 0 ký hiệu ΩT = Ω × (0, T ]. Giả

sử c ∈ C(ΩT ), c ≥ 0, và u ∈ C2,1(ΩT ) thỏa mãn

ut −∆u+ cu ≤ 0 trong ΩT .

Nếu có điểm (x1, t1) ∈ ΩT sao cho

u(x1, t1) = sup
ΩT

u(x, t) ≥ 0

thì

u(x, t) = u(x1, t1), (x, t) ∈ Ωt1 .

Chứng minh. Đặt M = sup
ΩT

u ≥ 0, v = M − u có v ≥ 0 trong ΩT và v(x1, t1) = 0. Do

c ≥ 0 trong ΩT nên

vt −∆v + cv = −(ut −∆u+ cu) + cM ≥ 0 trong ΩT .

Lấy (x0, t0) ∈ Ω× (0, t1) ta sẽ chứng minh

u(x0, t0) = M hay v(x0, t0) = 0.
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bằng phản chứng, nghĩa là giả sử u(x0, t0) < M hay v(x0, t0) > 0 sẽ dẫn đến điều mâu

thuẫn. Khi đó dùng tính liên tục của u ta sẽ có điều phải chứng minh.

Do Ω liên thông nên có đường liên tục γ : [0, 1] → Ω, γ(0) = x0, γ(1) = x1. Từ tính

compact ta có

d(∂Ω, γ(s)) ≥ d > 0, s ∈ [0, 1].

Lại từ tính compact có hữu hạn điểm

0 = s0 < s1 < · · · < sN = 1

sao cho d(γ(si), γ(si+1)) < R = d/2, i = 0, . . . , N − 1. Lấy

Ti = t0 + i(t1 − t0)/N, i = 0, 1, . . . , N,

có các trụ

BR(γ(si))× (Ti, Ti+1] ⊂ ΩT , i = 0, 1, . . . , N − 1,

và

(γ(si+1), Ti+1) ∈ BR(γ(si))× {Ti+1}, i = 0, 1 . . . , N − 1.

Do đó áp dụng Bổ đề 1.21 lần lượt cho các trụ BR(γ(si))×(Ti, Ti+1], i = 0, 1, . . . , N−1,

và xuất phát điểm

v(γ(s0), T0) = v(x0, t0) > 0

ta có v(x1, t1) = v(γ(sN), TN) > 0. Điều này trái với giả thiết v(x1, t1) = 0 hay ta đã

hoàn thành chứng minh.

Ta cũng có bổ đề Hopf cho phương trình truyền nhiệt.

Bổ đề 1.23. Cho (x0, t0) ∈ Rn × R, R > 0, η > 0 đặt

D = {(x, t) ∈ Rn × R : |x− x0|2 + η|t− t0| < R2, t ≤ t0}.

Giả sử c ∈ C(D̄), c ≥ 0, u ∈ C2,1(D) ∩ C(D̄) thỏa mãn

ut −∆u+ cu ≤ 0 trong D.

Nếu có x̃ ∈ BR(x0) sao cho
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• u(x̃, t0) ≥ 0,

• u(x, t) ≤ u(x̃, t0), (x, t) ∈ D,

• u(x, t) < u(x̃, t0), (x, t) ∈ D, x ∈ B̄R/2(x0).

và ∇xu liên tục đến (x̃, t0) thì

ν · ∇xu(x̃, t0) > 0

với ν = (x̃− x0)/|x̃− x0|.

Chứng minh. Bằng phép dịch chuyển ta có thể giả sử x0 = 0, t0 = 0. Khi đó

D = {(x, t) ∈ Rn × R : |x|2 − ηt < R2, t ≤ 0}.

Đặt

D0 = {(x, t) ∈ D : |x| > R/2}.

Xét các hàm

ω(x, t) =e−α(|x|2−ηt) − e−αR2

,

v(x, t) =u(x, t)− u(x̃, 0) + εω(x, t),

trong đó các hằng số dương α, ε sẽ chọn sau.

Do c ∈ C(B̄) nên có α đủ lớn để

α2R2 − 2nα− ηα−max
B̄
|c| ≥ 0.

Với α được chọn như vậy, và chú ý c ≥ 0 ta có

ωt −∆ω + cω = −(4α2|x|2 − 2nα− ηα− c)e−α(|x|2−ηt) − ce−αR2 ≤ 0

khi (x, t) ∈ D0. Khi đó từ giả thiết ut −∆u+ cu ≥ 0 và u(x̃, 0) ≥ 0 có

vt −∆v + cv = ut −∆u+ cu+ ε(ωt −∆ω + cω)− cu(x̃, 0) ≤ 0

trong D0.

Ta lại có:
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• Trên mặt ngoài

Σ1 = {(x, t) ∈ ∂D0 : |x|2 − ηt = R2}

có ω(x, t) = 0 nên

v(x, t) = u(x, t)− u(x̃, 0) ≤ 0.

• Trên mặt trong

Σ2 = {(x, t) ∈ ∂D0 : |x| = R/2}

có u(x, t)− u(x̃, 0) < 0 nên

ε = max
Σ2

(u(x̃, 0)− u(x, t)) > 0.

Khi đó

v(x, t) ≤ u(x, t)− u(x̃, 0) + ε ≤ 0, (x, t) ∈ Σ2.

Sử dụng nguyên lý cực đại yếu cho v ta được

v(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ D0.

Do v(x̃, 0) = 0 nên

ν · ∇v(x̃, 0) ≥ 0 hay ν · ∇u(x̃, 0) ≥ 2αεRe−αR
2

.

Ta có điều phải chứng minh.

1.3.3 Đánh giá tiên nghiệm

Giống như hàm điều hòa, dưới đây ta sẽ sử dụng nguyên lý cực đại để dẫn đến

đánh giá tiên nghiệm.

Định lý 1.24. Cho Ω là miền bị chặn trong Rn, T > 0 ký hiệu ΩT = Ω× (0, T ], và c là

hàm liên tục trên ΩT với c ≥ −c0, c0 là hằng số không âm. Giả sử u ∈ C2,1(ΩT )∩C(Ω̄T )

thỏa mãn

ut −∆u+ cu =f trong ΩT .

u(·, 0) =u0 trên Ω,

u =ϕ trên ∂Ω× (0, T ),
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với f ∈ C(Ω̄T ), u0 ∈ C(Ω̄) và ϕ ∈ C(∂Ω× [0, T ]). Khi đó

sup
ΩT

|u| ≤ ec0T

(
max

{
sup

Ω
|u0|, sup

∂×(0,T )

|ϕ|

}
+ T sup

ΩT

|f |

)
.

Chứng minh. Đặt

F = sup
ΩT

|f |, B = max

{
sup

Ω
|u0|, sup

∂Ω×(0,T )

|ϕ|

}
.

Khi đó

(±u)t −∆(±u) + c(±u) =± f ≤ F trong ΩT ,

±u(·, 0) =± u0 ≤ B trên Ω,

±u =± ϕ ≤ B trên ∂Ω× (0, T ).

Xét hàm

v(x, t) = ec0t(B + Ft).

Do c+ c0 ≤ 0 trong ΩT và c0 ≥ 0 nên

vt −∆v + cv = (c+ c0)v + ec0tF ≥ F ≥ ut −∆(±u) + c(±u) trong ΩT .

Ngoài ra ta có

v ≥ B ≥ (±u) trên ∂pΩT .

Sử dụng nguyên lý so sánh ta có

|u| ≤ v trong Ω

hay ta đã chứng minh xong ước lượng tiên nghiệm.

Tiếp theo ta đưa ra đánh giá tiên nghiệm cho bài toán giá trị ban đầu

Định lý 1.25. Cho c là hàm liên tục trên Rn × (0, T ], c ≥ −c0, c0 là hằng số không

âm. Giả sử u ∈ C2,1(Rn × (0, T ]) ∩ C(Rn × [0, T ]) là nghiệm bị chặn của

ut −∆u+ cu =f trong Rn × (0, T ],

u(·, 0) =u0 trên Rn,
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với các hàm bị chặn f ∈ C(Rn × (0, T ]), u0 ∈ C(Rn). Khi đó

sup
Rn×(0,T ]

|u| ≤ ec0T

(
sup
Rn
|u0|+ T sup

Rn×(0,T ]

|f |

)
.

Nguyên lý cực đại chỉ áp dụng được cho miền bị chặn nên khi sử dụng nguyên lý

cực đại cho bài toán giá trị ban đầu ta cần đến dáng điệu ở vô cùng của nghiệm. Cụ

thể, với Định lý 1.25 ta cần đến tính bị chặn.

Chứng minh. Đặt

F = sup
Rn×(0,T ]

|f |, B = sup
Rn
|u0|,M = sup

Rn×(0,T ]

|u|.

Khi đó

(±u)t −∆(±u) + c(±u) =± f ≤ F trong Rn × (0, T ],

±u(·, 0) =± u0 ≤ B trên Rn.

Xét hàm

v(x, t) = ec0t(B + Ft) + vR(x, t),

trong đó vR sẽ chọn sao cho

vRt −∆vR + cvR ≥0 trong BR × (0, T ],

vR(·, 0) ≥0 trên BR,

vR ≥M trên ∂BR × (0, T ].

Khi đó do c+ c0 ≥ 0, ec0t ≥ 1 nên

vt −∆v + cv ≥F ≥ (±u)t −∆(±u) + c(±u) trong Rn × (0, T ],

v(·, 0) ≥B ≥ ±u(·, 0) trên BR,

v ≥M ≥ ±u trên ∂BR × (0, T ].

Sử dụng nguyên lý so sánh ta có

|u| ≤ v trong BR × (0, T ].
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Hàm vR(x, t) cần tìm

vR(x, t) =
M

R2
ec0t(2nt+ |x|2).

Cố định (x, t) ∈ Rn × (0, T ]. Lấy R > |x| có

|u(x, t)| ≤ v(x, t) = ec0t(B + Ft) +
M

R2
ec0t(2nt+ |x|2).

Cho R→∞ ta có ước lượng tiên nghiệm cần chứng minh.

Trong Định lý 1.25 nếu thay f = 0, c = 0, ta có thể nới rộng giả thiết bị chặn của

không gian nghiệm bởi độ tăng mũ và thời gian T có thể ra vô cùng bằng cách dùng

1.20.

Định lý 1.26. Giả sử u ∈ C2,1(Rn × (0, T ]) ∩ C(Rn × [0, T ]), T > 0 hữu hạn hoặc

T = +∞, là nghiệm của

ut −∆u =0 trong Rn × (0, T ],

u(·, 0) =u0 trên Rn,

|u(x, t)| ≤MeA|x|
2

, (x, t) ∈ Rn × (0, T ],

với M < A là các hằng số dương, u0 ∈ C(Rn) bị chặn. Khi đó

sup
Rn×(0,T ]

|u| ≤ sup
Rn
|u0|.

1.3.4 Đánh giá gradient

Giống như hàm điều hòa, ta dùng biểu diễn tích phân (công thức Green, tích chất

giá trị trung bình) để đưa ra đánh giá gradient. Cách tiếp cận của S. Bernstein dùng

nguyên lý cực đại để đưa ra đánh giá gradienr cho hàm điều hòa cũng sử dụng được

cho phương trình truyền nhiệt. Với r > 0, nhắc lại ký hiệu Qr = B1 × (−r2, 0].

Định lý 1.27. Cho u ∈ C2,1(Q1) ∩ C(Q̄1) thỏa mãn phương trình truyền nhiệt trong

Q1. Khi đó

sup
Q1/2

|∇xu| ≤ C sup
∂pQ1

|u|,

trong đó hằng số dương C chỉ phụ thuộc số chiều n.
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Chứng minh. Lấy η ∈ C∞(Q1) sao cho η = 1 trong Q1/2, và η = 0 ngoài Q3/4. Ta sẽ

tìm hằng số dương α để

(∂t −∆)(η2|∇xu|2 + αu2) ≤ 0 trong Q1. (1.13)

Lại có η2|∇xu|2 + αu2 ≥ 0 trong Q̄1, nên theo Định lý 1.17 ta có

max
Q̄1

(η2|∇xu|2 + αu2) ≤ max
∂pQ1

(η2|∇xu|2 + αu2).

Từ tính chất của η ta có đánh giá gradient cần chứng minh. Ta còn phải chứng minh

(1.13).

Ta tính toán lần lượt như sau:

• (∂t −∆)(η2) = 2η(∂t −∆)η − 2|∇xη|2.

• (∂t −∆)(u2) = 2u(∂t −∆)u− 2|∇xu|2 = −2|∇xu|2.

• Công thức Bochner

(∂t −∆)(|∇xu|2) = −2|∇2
xu|2 + 2∇xu · ∇x(ut −∆u) = −2|∇2

xu|2.

• Với ϕ ∈ C∞0 (B1), ϕ ≥ 0, có

(∂t −∆)(ϕ|∇xu|2) = |∇ux|2(∂t −∆)ϕ− 4
n∑

i,j=1

ϕxjuxiuxixj − 2ϕ|∇2
xu|2.

• Chọn ϕ = η2 có |∇xϕ|2/ϕ = 4|∇xη|2. Kết hợp với các tính chất ở trên ta có

(∂t −∆)(η2|∇xu|2) ≥ 2(η(ηt −∆η)− |∇xη|2)|∇xu|2−

− 2η2|∇2
xu|2 − 4η

n∑
i,j=1

ηxiuxjuxixj .

Sử dụng bất đẳng thức

η2u2
xixj

+ 4η2
xi
u2
xj
≥ 4|ηηxiuxjuxixj |

ta có

(∂t −∆)(η2|∇xu|2) ≥ 2
(
η(ηt −∆η) + 3|∇xη|2

)
|∇xu|2 ≤ C|∇xu|2,

với C = 2 max
Q̄1

(|η(ηt −∆η)|+ 3|∇xη|2) là hằng số dương chỉ phụ thuộc n.

Từ các tính toán trên lấy α = C ta có (1.13).
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1.3.5 Bất đẳng thức Harnack

Ta bắt đầu bằng việc tính toán trên nghiệm đặc biệt (dịch chuyển của nghiệm cơ

bản)

u(x, t) =
1

(4πt)n/2
e−
|x−ξ|2

4t

của phương trình truyền nhiệt ut − ∆u = 0 trong Rn × (0,∞). Với bất kỳ cặp điểm

(x1, t1), (x2, t2) ∈ Rn × (0,∞) có

u(x1, t1)

u(x2, t2)
=

(
t2
t1

)n/2
e
|x2−ξ|

2

4t2
− |x1−ξ|

2

4t1 .

Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz cho p/
√
a, q/
√
b và

√
a,
√
b với p, q ∈ R, a >

0, b > 0 ta có
p2

a
+
q2

b
≥ (p+ q)2

a+ b
.

Dấu ” = ” xảy ra khi và chỉ khi bp = aq. Bất đẳng thức này dẫn đến, với t2 > t1 > 0

|x2 − ξ|2

t2
≤ |x2 − x1|2

t2 − t1
+
|x1 − ξ|2

t1

với dấu ” = ” xảy ra khi và chỉ khi

ξ =
t2x1 − t1x2

t2 − t1
.

Khi đó
u(x1, t1)

u(x2, t2)
≤
(
t2
t1

)n/2
e
|x2−x1|

2

4(t2−t1) ,

với bất kỳ x − 1, x2 ∈ Rn và t2 > t1 > 0. Bất đẳng thức này chính là bất đẳng thức

Harnack. Dưới đây ta sẽ chỉ ra bất đẳng thức Harnack là tính chất chung cho tất cả

các nghiệm của phương trình truyền nhiệt trong toàn không gian. Ngoài ra chúng còn

thỏa mãn bất đẳng thức Harnack dạng vi phân. Quay trở lại nghiệm đặc biệt trên để

thấy dạng của bất đẳng thức Harnack dạng vi phân cho phương trình truyền nhiệt.

Đặt v = lnu = −n
2

ln(4πt)− |x|
2

4t
. Tính toán ta có

vt = − n
2t

+
|x|2

4t2
,∇v = − x

2t
.
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Bất đẳng thức Harnack dạng vi phân trong trường hợp đặc biệt trở thành đẳng thức

vt =
n

2t
− |∇v|2 trong Rn × (0,∞).

Với nghiệm bất kỳ của phương trình truyền nhiệt trong toàn không gian ta có bất đẳng

thức Harnack dạng vi phân sau.

Định lý 1.28. Cho u ∈ C2,1(Rn × (0, T ]) thỏa mãn

ut −∆u = 0, u > 0 trong Rn × (0, T ].

Khi đó, nếu v = lnu thì

vt −
n

2t
≥ |∇v|2 trong Rn × (0, T ].

Trước khi chứng minh bất đẳng thức Harnack dạng vi phân trên, ta sẽ dùng nó để

dẫn đến bất đẳng thức Harnack.

Định lý 1.29. Cho u ∈ C2,1(Rn × (0, T ]) thỏa mãn

ut −∆u = 0, u > 0 trong Rn × (0, T ].

Khi đó với bất kỳ x− 1, x2 ∈ Rn và t2 > t1 > 0

u(x1, t1)

u(x2, t2)
≤
(
t2
t1

)n/2
e
|x2−x1|

2

4(t2−t1) .

Chứng minh bất đẳng thức Harnack. Lấy v = lnu và đường cong x = x(t), t ∈ [t1, t2]

có hai đầu x1, x2. Sử dụng bất đẳng thức Harnack dạng vi phân

d

dt
v(x(t), t) = vt +∇v · dx

dt
≥ |∇v|2 − n

2t
+∇v · dx

dt

≥ −1

4

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣2 − n

2t
.

Lấy tích phân hai vế

v(x2, t2)− v(x1, t1) ≥ −1

4

∫ t2

t1

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣2 dt− n

2
ln

(
t2
t1

)
.
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Cực tiểu hóa tích phân
∫ t2
t1
|dx/dt|2dt ta có x”(t) = 0. Khi đó

x(t) =
x2 − x1

t2 − t1
t+

t2x− 1− t1x2

t2 − t1
.

Tính toán trở lại

v(x1, t1) ≤ v(x2, t2) +
n

2
ln

(
t2
t1

)
+
|x1 − x2|2

4(t2 − t1)

hay ta có bất đẳng thức Harnack cần chứng minh.

Ta chứng minh bất đẳng thức Harnack dạng vi phân như sau.

Chứng minh bất đẳng thức Harnack dạng vi phân. Lấy η0 ∈ C∞0 (B1; [0, 1]) thỏa mãn

η0 = 1 trong B1/2. Đặt η(·) = η0(·/R), R ≥ 1. Với mỗi α ∈ (0, 1) ta sẽ tìm hằng số

dương Cα để có bất đẳng thức sau

1− 2α

n
tη2(α|∇v|2 − vt) +

Cαt

R2
≥ 0 trong BR × (0, T ]. (1.14)

Khi đó với mỗi (x, t) ∈ Rn × (0, T ] cố định, lấy R > |x|, có (1.14). Cho R → ∞, với

chú ý η = 1 trong BR/2, ta có

α|∇v(x, t)|2 − vt(x, t) ≥
n

2αt
.

Lại cho α tăng đến 1 ta thu được bất đẳng thức Harnack dạng vi phân cần chứng

minh. Ta còn phải chứng minh (1.14).

Đặt f = α|∇v|2 − vt, g = tη2f , ta có (1.14) trở thành

1− 2α

n
g +

Cαt

R2
≥ 0 trong BR × (0, T ].

Để chỉ ra (1.14) ta chỉ ra có hằng số dương Cα để

tη2(gt −∆g) + 2t(2η∇η − η2∇v) · g ≤ g

(
1− 2α

n
g +

Cαt

R2

)
. (1.15)

Thật vậy, bằng cách xét trên BR× (ε, T ] rồi cho ε→ 0+ ta có thể giả sử u liên tục đến

tận t = 0. Khi đó hàm

h(x, t) = 1− 2α

n
g +

Cαt

R2
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liên tục trên B̄R × [0, T ]. Giả sử không có (1.14), nghĩa là

min
B̄R×[0,T ]

h < 0.

Lại có

• khi t = 0 thì h(x, t) = 1,

• khi |x| = R thì h(x, t) = 1 +
Cαt

R2
≥ 1.

Do đó có điểm (x0, t0) ∈ BR × (0, T ] để

h(x0, t0) < 0.

Khi đó

• g(x0, t0) =
n

2α

(
1 +

Cαt0
R2
− h(x0, t0)

)
> 0

• ∇h(x0, t0) = 0 hay ∇g(x0, t0) = 0,

• ht(x0, t0)−∆h(x0, t0) ≤ 0 hay

gt(x0, t0)−∆g(x0, t0) =
n

2α

(
Cα
R2
− ht(x0, t0) + ∆h(x0, t0)

)
> 0.

Tại (x0, t0) có

t0η
2(x0, t0)(gt(x0, t0)−∆g(x0, t0))+

+2t0(2η(x0, t0)∇η(x0, t0)− η2(x0, t0)∇v(x0, t0)) · ∇g(x0, t0) ≥ 0,

g(x0, t0)

(
1− 2α

n
g(x0, t0) +

Cαt0
R2

)
< 0.

Điều này mâu thuẫn với (1.15). Như vậy điều giả sử sai hay ta chỉ còn phải chứng minh

(1.15). Để chứng minh (1.15) ta chứng minh

ft −∆f − 2∇v · ∇f ≤ −2α

n
(f 2 + 2(1− α)|∇v|2f). (1.16)
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Thật vậy, trước hết từ g = tη2f, η chỉ phụ thuộc x, tính toán ta được

gt =η2f + tη2ft,

∇g =tf∇(η2) + tη2∇f,

∆g =tf∆(η2) + 2t∇(η2) · ∇f + tη2∆f

hay

tη2ft =gt −
g

t
,

tη2∇f =∇g − ∇(η2)

η2
g,

tη2∆f =∆g − ∆(η2)

η2
g + 2

∇(η2)

η2
·
(
∇g − ∇(η2)

η2

)
=∆g − 2

∇(η2)

η2
· ∇g +

(
2
|∇(η2)|2

η4
− ∆(η2)

η2

)
g.

Thay vào (1.16)

tη2(gt −∆g) + 2t(∇(η2)− η2∇v) · ∇g−

−
(
η2 + 2t

|∇(η2)|2

η2
− t∆(η2)− 2t∇(η2) · ∇v

)
g ≤

≤ −2α

n
(g2 + 2tη2(1− α)|∇v|2g).

Nhắc lại tính toán

∇(η2) = 2η∇η,∆(η2) = 2|∇η|2 + 2η∆η

và dùng bất đẳng thức

t∇(η2) · ∇v +
α(1− α)

n
η2|∇v|2 ≥ − n

4α(1− α)
× |∇(η2)|2

η2

ta có

tη2(gt −∆g) + 2t(2η∇η − η2∇v) · ∇g ≤

≤ g

{
η2 − 2α

n
g + t

(
6|∇η|2 − 2η∆η − n

α(1− α)
|∇η|2

)}
.
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Lại có η(·) = η0(·/R), η0 ∈ C∞0 (B1) nên(
6|∇η|2 − 2η∆η − n

α(1− α)
|∇η|2

)
(x) =

=
1

R2

(
6|∇η0|2 − 2η0∆η0 −

n

α(1− α)
|∇η0|2

)
(x/R).

Lấy

Cα = sup
B1

(
6|∇η0|2 + 2|η0∆η0|+

n

α(1− α)|∇η0|2

)
ta có (1.15). Ta còn phải chứng minh (1.16).

Do v = lnu nên

vt =
ut
u
,∇v =

∇u
u
,∆v =

∆u

u
− |∇u|

2

u2
.

Mà u là nghiệm của phương trình truyền nhiệt nên

vt = ∆v + |∇v|2

hay

f = α|∇v|2 − vt = −∆v − (1− α)|∇v|2.

Đặt ω = ∆v, ω̃ = |∇v|2. Tính toán ta được:

ωt =∆vt = ∆(∆v + |∇v|2) = ∆ω + ∆|∇v|2

∆|∇v|2 =2|∇2v|2 + 2∇v · ∇(∆v) = 2|∇2v|2 + 2∇v · ∇ω

và

ω̃t =2∇v · ∇vt = 2∇v · ∇(∆v + |∇v|2)

=∆|∇v|2 − 2|∇2v|2 + 2∇v · ∇ω̃.

Như vậy cả ω, ω̃ đều thỏa mãn phương trình tuyến tính

qt −∆q − 2∇v · ∇q = −2|∇2v|2

nên tổ hợp tuyến tính của nó f = −αω − (1− α)ω̃ thỏa mãn

ft −∆f − 2∇v · ∇f = −2α|∇2v|2.
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Sử dụng bất đẳng thức

|∇2v|2 ≥ (
n∑
i=1

v2
xixi

) ≥ 1

n
(∆v)2

và

(∆v)2 = (|∇v|2 − vt)2 = ((1− α)|∇v|2 + f)2 ≥ f 2 + 2(1− α)|∇v|2f.

Từ đây ta có (1.16). Ta đã hoàn thành chứng minh.

Dùng bất đẳng thức (1.14) với R = 1 và chú ý η0 = 1 trong B1/2 ta thu được bất

đẳng thức Harnack dạng vi phân cho miền không gian hữu hạn

Định lý 1.30. Cho u ∈ C2,1(B1 × (0, 1]) thỏa mãn

ut −∆u = 0, u > 0 trong B1 × (0, 1].

Khi đó với bất kỳ α ∈ (0, 1), v = lnu thỏa mãn

vt − α|∇v|2 +
n

2αt
+ C ≥ 0 trong B1/2 × (0, 1],

trong đó hằng số C chỉ phụ thuộc n, α.

Bằng cách lấy tích phân đường, từ bất đẳng thức Harnack dạng vi phân ta thu

được bất đẳng thức Harnack cho trường hợp miền không gian hữu hạn.

Định lý 1.31. Cho u ∈ C2,1(B1 × (0, 1]) thỏa mãn

ut −∆u = 0, u ≥ 0 trong B1 × (0, 1].

Khi đó với bất kỳ (x1, t1), (x2, t2) ∈ B1/2 × (0, 1] và t2 > t1 ta có

u(x1, t1) ≤ Cu(x2, t2),

trong đó hằng số C chỉ phụ thuộc n, t2/t1, (t2 − t1)−1.

Từ bất đẳng thức Harnack ta dẫn đến nguyên lý cực đại mạnh cho nghiệm không

âm u ∈ C2,1(B1 × (0, 1]) của phương trình truyền nhiệt trong B1 × (0, 1]. Cụ thể, nếu

có (x0, t0) ∈ B1(0, 1] để u(x0, t0) = 0 thì từ bất đẳng thức Harnack ta có u = 0 trong

B1 × (0, t0). Kết hợp với tính liên tục của u ta có u = 0 trong B1 × (0, t0].
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1.4 Phương trình không thuần nhất

Trong mục này ta quan tâm đến phương trình không thuần nhất

ut −∆u = f trongΩ× (0,∞).

1.4.1 Phương trình không thuần nhất trên toàn không gian

Nhắc lại nhân nhiệt, hay nghiệm cơ bản

K(x, t) =
1

(4πt)n/2
e−
|x|2
4t , (x, t) ∈ Rn × (0,∞).

Giống như trong phương trình Poisson, thay vì xét thế vị Newton ta xét

u(x, t) =

∫ t

0

ds

∫
Rn
K(x− y, s)f(y, s)dy. (1.17)

Từ tính chất của nhân nhiệt ta có

|u(x, t)| ≤ sup
Rn×(0,∞)

|f |
∫ t

0

ds

∫
Rn
K(x− y, s)dy = t sup

Rn×(0,∞)

|f |

nên nếu f bị chặn trong Rn × (0,∞) thì

lim
t→0+

sup
x∈Rn

u(x, t) = 0.

Nếu chỉ có tính bị chặn của f thì u chưa chắc thuộc lớp C2,1. Lý do từ những tính

toán sau:

∇K(x, t) =− x

2t(4πt)n/2
e−
|x|2
4t , t > 0,

∇2K(x, t) =
1

(4πt)n/2
e−
|x|2
4t

(
x

2t
⊗ x

2t
− 1

2t
Id

)
, t > 0,

và, bằng cách đổi biến x = 2z
√
t, t > 0,∫

Rn
|∇K(x, t)|dx =

1

πn/2

∫
Rn
e−|z|

2 |z|√
t
dz =

Cn√
t∫

Rn
|∇2K(x, t)|dx ≥ 1

πn/2t

∫
Rn

∣∣∣∣ |z|2t − 1

∣∣∣∣ e−|z|2dz =
Dn

t
.
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Khi đó |∇K| ∈ L1(Rn × (0, T )) còn |∇2K| 6∈ L1(Rn × (0, T )) với bất kỳ T > 0. Do đó

nếu f ∈ L∞(Rn × (0, T )) thì u ∈ C1(Rn × (0, T )) và

∇u(x, t) =

∫ t

0

ds

∫
Rn
Kxi(x− y, s)f(y, s)dy,

|∇u(x, t)| ≤ 2Cn
√
t sup
Rn×(0,t)

|f |.

Tuy nhiên nói chung u 6∈ C2,1(Rn × (0, T )). Ta cần tăng độ trơn của f nếu muốn

u ∈ C2,1(Rn × (0, T )). Cụ thể ta có kết quả sau.

Định lý 1.32. Cho f là hàm liên tục, bị chặn trong Rn × (0,∞) với ∇f cũng là

hàm liên tục, bị chặn trong Rn × (0,∞) và u được xác định bởi (1.17). Khi đó u ∈
C2,1(Rn × (0,∞)) và thỏa mãn phương trình

ut −∆u = f trong Rn × (0,∞),

cũng như điều kiện ban đầu

lim
(x,t)→(x0,0)

t>0

u(x, t) = 0, x0 ∈ Rn.

Hơn nữa, nếu f có tất cả các đạo hàm riêng liên tục, bị chặn trong Rn × (0,∞) thì u

trơn trên Rn × (0,∞).

Chứng minh. Trước hết ta giả sử f,∇f là các hàm liên tục, bị chặn trong Rn× (0,∞).

Bằng cách đổi biến y = x+ 2z
√
t− s, nghiệm (1.17) trở thành

u(x, t) =
1

πn/2

∫ t

0

ds

∫
Rn
e−|z|

2

f(x+ 2z
√
t− s, s)dz. (1.18)

Từ tính bị chặn của f ta có ngay

lim
(x,t)→(x0,0)

t>0

u(x, t) = 0, x0 ∈ Rn.

Từ tính bị chặn của ∇f ta có

uxi(x, t) =
1

πn/2

∫ t

0

ds

∫
Rn
e−|z|

2

∂xif(x+ 2z
√
t− s, s)dz

=
1

πn/2

∫ t

0

ds

∫
Rn
e−|z|

2 1

2
√
t− s

∂zif(x+ 2
√
t− s, s)dz.
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Chú ý lim
|z|→∞

e−|z|
2

= 0, nên lấy tích phân từng phân tích phân trên ta được

uxi(x, t) =
1

πn/2

∫ t

0

ds

∫
Rn
e−|z|

2 zi√
t− s

f(x+ 2
√
t− s, s)dz.

Tiếp tục đạo hàm

uxixj(x, t) =
1

πn/2

∫ t

0

ds

∫
Rn
e−|z|

2 zi√
t− s

fxj(x+ 2
√
t− s, s)dz.

Quay trở lại (1.18), đạo hàm theo t được

ut(x, t) =
1

πn/2

∫
Rn
e−|z|

2

f(x, t)dz+

+
1

πn/2

∫ t

0

ds

∫
Rn
e−|z|

2 1√
t− z

z · ∇xf(x+ 2z
√
t− s, s)dz.

Từ tính bị chặn và liên tục của ∇xf ta dẫn đến ut, uxixj là các hàm liên tục theo

(x, t) ∈ Rn × (0,∞). Hơn nữa

ut −∆u = f trong Rn × (0,∞).

Với giả thiết f có các đạo hàm riêng mọi cấp theo biến x liên tục, bị chặn trong

Rn × (0,∞), từ (1.18) ta có u có đạo hàm riêng mọi cấp theo x là các hàm liên tục

trên Rn × (0,∞). Lại có ut = ∆u+ f nên ut và các đạo hàm riêng theo biến x của nó

đều là hàm liên tục trong Rn × (0,∞). Tiếp tục dùng

utt = ∆ut + ft = ∆(∆u+ f) + ft

ta có utt và các đạo hàm riêng theo biến x của nó cũng đều là hàm liên tục trong

Rn × (0,∞). Cứ tiếp tục như này ta có u là hàm trơn trong Rn × (0,∞) khi f có các

đạo hàm riêng của nó liên tục, bị chặn trong Rn × (0,∞).

Từ Định lý 1.4 và Định lý 1.32, với các giả thiết u0, f như trong các Định lý này

ta có

u(x, t) =

∫
Rn
K(x− y, t)u0(y)dy+

+

∫ t

0

ds

∫
Rn
K(x− y, s)f(y, s)dy
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là nghiệm C2,1 của bài toán

ut −∆u =f trong Rn × (0,∞),

u(·, 0) =u0 trên Rn.

1.4.2 Phương trình không thuần nhất trong miền bị chặn

Trong mục này ta xét miền Ω bị chặn trong Rn. Để giải bài toán biên hỗn hợp cho

phương trình không thuần nhất

ut −∆u =f trong Ω× (0,∞), (1.19)

u(x, t) =g(x, t) trên ∂Ω× (0,∞), (1.20)

u(·, 0) =u0 trên Ω (1.21)

đòi hỏi khá nhiều kỹ thuật. Tôi chỉ trình bày lược đồ giải bài toán biên hỗn hợp này.

Cũng giống bài toán giá trị ban đầu trên toàn không gian, ta cần đến nhân nhiệt.

Định nghĩa 1.2. Hàm q ∈ C2,1(Ω×Ω× (0,∞))∩C(Ω̄× Ω̄× [0,∞)) được gọi là nhân

nhiệt của miền Ω nếu

qt −∆xq =0 trong Ω× Ω× (0,∞),

q(x, y, t) =0 khi x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω, t > 0,

lim
t→0+

∫
Ω

q(x, y, t)f(x)dx = f(y) khi y ∈ Ω, f ∈ C(Ω̄).

Mối quan hệ giữa nhân nhiệt trong Ω và nghiệm cơ bản

q(x, y, t) = K(x− y, t) + µ(x, y, t)

trong đó µ(x, y, t), với mỗi y ∈ Ω cố định, là nghiệm của bài toán

µt −∆xµ =0 trong Ω× (0,∞),

µ(·, y, 0) =0 trên Ω,

µ(x, y, t) =−K(x, y, t) khi (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞).
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Nghiệm của bài toán này được cho bởi

µ(x, y, t) =

∫ t

0

ds

∫
∂Ω

Σ(x, z, t− s)K(z, y, s)dSz

trong đó

Σ(x, z, t) = 2∂νzK(x− z, t) + 2

t∫
0

ds

∫
∂Ω

∂νζK(x− ζ, t− s)
n∑
i=1

Si(ζ, z, s)dSζ ,

với

S1(x, z, t) =2∂νzK(x− z, t),

Si+1(x, z, t) =2

∫ t

0

ds

∫
∂Ω

Si(x, z, t− s)∂νζK(ζ − z, s)dSζ .

Với

f ∈ C(Ω̄× [0,∞)), g ∈ C(∂Ω× [0,∞)), u0 ∈ C(Ω̄)

nghiệm của bài toán (1.19)-(1.21) được cho bởi

u(x, t) =

∫ t

0

ds

∫
Ω

q(x, y, t− s)f(y, s)dy+

+

∫
Ω

q(x, y, t)u0(y)dy −
∫ t

0

ds

∫
∂Ω

∂νyq(x, y, t− s)g(y, s)dSy.


