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Chương 1

Phương trình đạo hàm riêng cấp 1

1.1 Siêu mặt không đặc trưng

1.1.1 Một số ký hiệu

Tập N là tập các số tự nhiên 1, 2, . . . . Tập Z+ là tập các số nguyên không âm

0, 1, 2, . . . .

Với mỗi n ∈ N, tập Zn+ là tập các đa chỉ số α = (α1, . . . , αn) với độ dài

|α| = α1 + . . . αn.

Mỗi điểm x = (x1, . . . , xn) trong không gian Euclide Rn có chuẩn Euclide

|x| =
(
x2

1 + · · ·+ x2
n

)1/2
.

Tập con Ω ⊂ Rn được gọi là một miền nếu nó mở và liên thông.

Nếu không có gì đặc biệt Ω được hiểu là tập mở trong Rn. Khi đó:

• C(Ω) là không gian gồm các hàm u : Ω→ R liên tục,

• Cm(Ω),m ∈ Z+, là không gian gồm các hàm u : Ω → R khả vi liên tục đến cấp

m,

• C∞(Ω) = ∩m∈Z+C
m(Ω).

Với ξ ∈ Rn, u ∈ C∞(Ω), α ∈ Zn+

1
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• ξα = ξα1
1 . . . ξαnn ,

• ∂αu = ∂α1
x1
. . . ∂αnxn u, ∂xiu =

∂u

∂xi
,

• ∇mu = (∂αu)|α|=m,m ∈ N có chuẩn

|∇mu| =

∑
|α|=m

|∂αu|2
1/2

,

• m = 1 có ∇u = (∂x1u, . . . , ∂xnu) là véc-tơ gradient của u có chuẩn

|∇u| =
(
|∂x1u|2 + · · ·+ |∂xnu|2

)1/2
,

• m = 2 có ∇2u = (∂2
xixj

u)1≤i,j≤n là ma trận Hessian của u có chuẩn

|∇2u| =

(
n∑

i,j=1

|∂2
xixj

u|2
)1/2

.

Với 1 ≤ p < ∞, không gian các hàm p−khả tích Lp(Ω) gồm các hàm f : Ω → R đo

được thỏa mãn ∫
Ω

|f(x)|pdx <∞

với chuẩn

||f ||p =

∫
Ω

|f(x)|pdx

1/p

.

Với p =∞, không gian L∞(Ω) gồm các hàm f : Ω→ R bị chặn hầu khắp nơi với chuẩn

||f ||∞ = inf{M : |f(x)| ≤M h.k.n}.

Đặc biệt với p = 2, L2(Ω) là không gian Hilbert với tích vô hướng

〈f, g〉 =

∫
Ω

f(x)g(x)dx.
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1.1.2 Định nghĩa và các ví dụ

Trong mục này xét phương trình vi phân cấp 1 trong Ω ⊂ Rn

F (x, u,∇u) = 0 trong Ω, (1.1.1)

trong đó F : Ω× R× Rn → R là hàm trơn cho trước, u : Ω→ R là nghiệm cần tìm.

Trước hết ta quan sát ví dụ sau.

Ví dụ 1.1. Trong R2 ta xét phương trình

ut + ux = 0.

Không khó để tích phân phương trình trên, ta có nghiệm tổng quát của nó

u(x, t) = u0(x− t)

với u0 ∈ C1(R). Có thể thấy hàm u0 hoàn toàn xác định khi ta biết giá trị ban đầu

của u.

Qua ví dụ trên để xác định cụ thể nghiệm của phương trình (1.1.1) ta cần biết

trước nghiệm trên một siêu mặt.

Lấy Γ là siêu mặt trơn trong Rn, cắt miền Ω nghĩa là Ω ∩ Γ 6= ∅. Ta quan tâm đến

việc siêu mặt Σ như nào để phương trình (1.1.1) giải được khi biết thêm điều kiện

u = u0 trên Σ (1.1.2)

với u0 : Σ → R là hàm cho trước. Ta thường gọi Σ là siêu mặt ban đầu, u0 là giá trị

ban đầu hay giá trị Cauchy. Bài toán (1.1.1)-(1.1.2) được gọi là bài toán giá trị ban

đầu hay bài toán Cauchy.

Một trong những cách tiếp cận để giải bài toán Cauchy (1.1.1)-(1.1.2), cho các điều

kiện tốt nhất có thể, ta tìm nghiệm tốt nhất có thể. Cụ thể hơn, cố định x0 ∈ Ω ∩ Γ,

giả sử Σ là mặt giải tích gần x0, cũng như điều kiện ban đầu giải tích gần x0. Ta tìm

nghiệm giải tích gần x0 hay nói cách khác tìm tất cả các đạo hàm riêng mọi cấp của

u tại x0.

Ta bắt đầu từ trường hợp đơn giản nhất, phương trình (1.1.1) là phương trình tuyến

tính

a(x) · ∇u+ b(x)u = f(x) trong Ω, (1.1.3)
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trong đó Ω ⊂ Rn là miền chứa gốc, siêu mặt Σ = {xn = 0}, các hệ số a = (a1, . . . , an),

b, f là các hàm trơn trong Ω. Ta tìm nghiệm

u(x) =
∑
α∈Zn+

aαx
α

hay nói cách khác ta cần tính

aα =
∂αu(0)

α!
.

Từ điều kiện ban đầu ta tính được u(0) = u0(0) và

uxi(0) = u0,xi(0), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Để tính được uxn(0) từ phương trình (1.1.3) và thêm điều kiện

an(0) 6= 0 (1.1.4)

ta tính được

uxn(x) = − 1

an(x)

(
n−1∑
i=1

ai(x)uxi(x) + b(x)u(x)− f(x)

)

khi x đủ gần gốc, đặc biệt tại x = 0.

Tiếp tục tính các đạo hàm riêng cấp 2 có

uxixj(0) =u0,xixj(0), i, j = 1, 2, . . . , n− 1,

uxixn(0) =∂xiuxn(0), i = 1, 2, . . . , n− 1,

Để tính đạo hàm riêng uxnxn(0) ta đạo hàm phương trình (1.1.3) theo biến xn và tiếp

tục dùng điều kiện (1.1.4)

uxnxn(x) =− 1

an(x)

(
n−1∑
i=1

ai(x)uxi(x) +
n∑
i=1

ai,xn(x)uxi(x)+

+ (bu)xn(x)− fxn(x)

)

khi x đủ gần gốc.

Cứ tiếp tục như vậy ta tính được tất cả các đạo hàm riêng của u tại gốc. Điều kiện
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(1.1.4) được xem như là điểm mấu chốt của cách giải trên. Ta thương thương điều kiện

(1.1.4) là siêu phẳng {xn = 0} không đặc trưng tại gốc.

Một cách tổng quát, vẫn xét phương trình (1.1.3) với điều kiện ban đầu đặt trên siêu

mặt Σ = {ϕ = 0}, với ϕ là hàm trơn quanh gốc thỏa mãn ∇ϕ 6= 0, ϕ(0) = 0. Khi đó

∇ϕ là trường véc-tơ pháp tuyến của siêu mặt Σ. Không mất tính tổng quát ta giả sử

ϕxn(0) 6= 0. Khi đó theo định lý hàm ẩn ta có thể giải ϕ(x) = 0 bởi xn = ψ(x1, . . . , xn)

quanh một lân cận của gốc. Ta xét phép đổi biến

x 7→ y = (x1, . . . , xn−1, ϕ(x)).

Đặt v(y) = u(x(y)) trong đó x(y) = (y1, . . . , yn−1, ψ(y1, . . . , yn−1)). Khi đó

∇xu = (∇xy)∇yv

với ma trận Jacobi của phép đổi biến

∇xy =



1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0

· · · · · · ·
0 0 · · · 1 0

ϕx1 ϕx2 · · · ϕxn−1 ϕxn


.

Khi đó phương trình (1.1.3) trong hệ tọa độ mới

((∇xy)a) · ∇v + bv = f

và điều kiện ban đầu được đặt trên siêu phẳng {yn = 0}. Theo trên để giải được bài

toán Cauchy cho phương trình (1.1.3) với điều kiện Cauchy đặt trên siêu mặt {ϕ = 0}
là hệ số của vynyn

a · ∇ϕ 6= 0 tại x = 0.

Từ đây ta có khái niệm không đặc trưng cho toán tử vi phân tuyến tính cấp 1.

Định nghĩa 1.1. Cho

L =
n∑
i=1

ai(x)∂xi + b(x)
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là toán tử vi phân tuyến tính cấp 1, với các hệ số ai, b là các hàm trơn trong miền

Ω ⊂ Rn. Với x0 ∈ Ω và siêu mặt giải tích Σ đi qua điểm x0, ta nói Σ không đặc trưng

tại điểm x0 đối với toán tử L nếu

a(x0) · ν 6= 0 (1.1.5)

trong đó ν là vec-tơ pháp tuyến của siêu mặt Σ tại x0. Ngược lại ta nói Σ đặc trưng

tại x0.

Siêu mặt được gọi không đặc trưng nếu nó không đặc trưng tại mọi điểm. Siêu mặt

được gọi là đặc trưng nếu nó đặc trưng tại mọi điểm.

Về mặt hình học, siêu mặt không đặc trưng tại điểm x0 nếu trường véc-tơ a(x) không

tiếp xúc với siêu mặt tại điểm x0. Khi đó tính không đặc trưng bất biến qua C1−phép
đổi biến.

Tiếp theo ta quan sát bài toán Cauchy cho phương trình tựa tuyến tính

a(x, u) · ∇u = f(x, u) trong Ω (1.1.6)

với Ω ⊂ Rn là miền chứa gốc, và điều kiện ban đầu đặt trên siêu phẳng {xn = 0}

u(·, 0) = u0.

Làm tương tự trên ta có thể thấy điều kiện không đặc trưng (1.1.4) trở thành

an(0, u0(0)) 6= 0.

So với điều kiện không đặc trưng không phụ thuộc vào điều kiện ban đầu của phương

trình tuyến tính (1.1.3), với phương trình tựa tuyến tính (1.1.6) có điều kiện không

đặc trưng phụ thuộc vào điều kiện ban đầu.

Một cách tổng quát, với x0 ∈ Ω và siêu mặt Σ trơn đi qua điểm x0, khi đó siêu mặt Σ

được gọi là không đặc trưng tại điểm x0 đối với phương trình (1.1.6) và điều kiện ban

đầu u0 nếu

a(x0, u0(x0)) · ν 6= 0 (1.1.7)

trong đó ν là pháp tuyến của siêu mặt Σ tại điểm x0.

Để đi tiếp, ta thử nhìn khái niệm không đặc trưng khi siêu mặt Σ được cho dưới dạng

tham số hóa

x1 = x1(y), · · · , xn = xn(y), y = (y1, . . . , yn−1) ∈ U,
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với U chứa gốc và x(0) = x0. Khi đó siêu mặt Σ đặc trưng tại x0 nếu trường véc-tơ

a(x0, u(x0)) tại x0 nằm trong không gian tiếp xúc với siêu mặt Σ tại x0, nói cách khác

định thức của ma trận

∂y1x1(0) ∂y2x1(0) · · · ∂yn−1x1(0) a1(x0, u0(x0))

∂y1x2(0) ∂y2x2(0) · · · ∂yn−1x2(0) a2(x0, u0(x0))

· · · · · · ·
∂y1xn−1(0) ∂y2xn−1(0) · · · ∂yn−1xn−1(0) an−1(x0, u0(x0))

∂y1xn(0) ∂y2xn(0) · · · ∂yn−1xn(0) an(x0, u0(x0))


bằng 0. Ngược lại ta có khái niệm không đặc trưng.

Ta chuyển đến phần khó nhất, xét phương trình cấp 1 dạng tổng quát

F (x, u(x), p(x)) = 0 trong Ω (1.1.8)

trong đó p(x) = ∇u(x), F : Ω × R × Rn → R khả vi, với điều kiện Cauchy đặt trên

mặt Σ = {x(y) : y ∈ U}, U tập mở chứa gốc trong Rn−1, x(0) = x0, cho bởi

u(x(y)) = u0(y), y ∈ U. (1.1.9)

Để giải bài toán Cauchy trên ta cần tìm được trường q(y), y ∈ U, trên siêu mặt Σ thỏa

mãn

F (x(y), u0(y), q(y)) = 0 khi y ∈ U, (1.1.10)
n∑
j=1

∂yixj(y)qj(y) = ∂yiu0(y) khi y ∈ U, i = 1, n. (1.1.11)

Ta thường giải bài toán Cauchy (1.1.8)-(1.1.9) quanh lân cận của điểm x0. Muốn vậy

ta cần có lời giải của hệ (1.1.10)-(1.1.11) quanh lân cận của gốc, đặc biệt tại gốc hệ

F (x0, u0(0), q(0)) = 0,
n∑
j=1

∂yixj(0)qj(0) = ∂yiu0(0), i = 1, n− 1,

có nghiệm. Điều kiện này được gọi là điều kiện tương thích (compatibility condition).

Tiếp đến ta cần hệ (1.1.10)-(1.1.11) có nghiệm quanh lân cận của gốc. Chỗ này ta cần
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đến định lý hàm ẩn. Cụ thể nếu định thức của ma trận

∂y1x1(0) ∂y2x1(0) · · · ∂yn−1x1(0) ∂p1F (x0, u0(0), q(0))

∂y1x2(0) ∂y2x2(0) · · · ∂yn−1x2(0) ∂p2F (x0, u0(0), q(0))

· · · · · · ·
∂y1xn−1(0) ∂y2xn−1(0) · · · ∂yn−1xn−1(0) ∂pn−1F (x0, u0(0), q(0))

∂y1xn(0) ∂y2xn(0) · · · ∂yn−1xn(0) ∂pnF (x0, u0(0), q(0))


khác 0, trong đó q(0) là véc-tơ giải được từ điều kiện tương thích, thì hệ (1.1.10)-

(1.1.11) giải được quanh lân cận của gốc. Điều kiên định thức khác 0 ở trên chính là

điều kiện không đặc trưng của siêu mặt Σ tại x0 đối với bài toán (1.1.8)-(1.1.9) và q(0).

Như vậy so với trường hợp phương trình tựa tuyến tính và phương trình tuyến tính,

phương trình dạng tổng quát cần đến điều kiện tương thích. Khi điều kiện tương thích

được thỏa mãn thì ta mới đến điều kiện không đặc trưng. Khi điều kiện tương thích

không được thỏa mãn bài toán Cauchy (1.1.8)-(1.1.9) vô nghiệm. Cũng rất có thể có

nhiều q(0) để có điều kiện tương thích. Khi đó, nếu điều kiện không đặc trưng với từng

q(0) được thỏa mãn, bài toán (1.1.8)-(1.1.9) có nghiệm với mỗi q(0). Nhìn lại phương

trình tuyến tính hay tựa tuyến tính, điều kiện tương thích trở thành hệ phương trình

tuyến tính luôn có nghiệm, và điều kiện không đặc trưng nói rằng hệ phương trình

tuyến tính này có duy nhất nghiệm. Phần giải tiếp theo sẽ được trình bày trong mục

sau.

Trước khi kết thúc mục này ta nhìn phần phương trình cấp 1 dạng tổng quát trong

hai trường hợp đặc biệt: trường hợp khi số chiều n = 2 và trường hợp khi siêu mặt

Σ = {xn = 0}.
Với trường hợp n = 2, điều kiện tương thích là hệ

F (x0, u0(0), a, b) =0,

ax′1(0) + bx′2(0) =u′0(0),

giải được (a, b) ∈ R2. Giả sử (a, b) là nghiệm của hệ trên, điều kiện không đặc trưng

của siêu mặt Σ tại x0 = (x1(0), x2(0)) đối với (a, b) là

x′1(0)Fp2(x0, u0(0), a, b)− x′2(0)Fp1(x0, u0(0), a, b) 6= 0.

Trường hợp tiếp theo siêu mặt Σ = {xn = 0} nghĩa là nó được tham số hóa bởi

x1(x′) = x1, . . . , xn−1(x′) = xn−1, xn(x′) = 0, x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ U.
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Khi đó điều kiện tương thích chuyển thành việc phương trình

F (x0, u0(x0),∇x′u0(x0), a) = 0

có nghiệm a ∈ R. Giả sử a ∈ R là nghiệm của phương trình trên, điều kiện không đặc

trưng của siêu mặt Σ tại x0 đối với a là

Fpn(x0, u0(x0),∇x′u0(x0), a) 6= 0.

Mặc dù khi đưa ra các điều kiện tương thích cũng như tính không đặc trưng ta cần

đến việc tham số hóa siêu mặt Σ, nhưng khi phân tích kỹ hơn ta thấy điều kiện tương

thích, tính không đặc trưng hoàn toàn không phụ thuộc vào tham số hóa cụ thể. Nếu

siêu mặt Σ được cho bởi nghiệm của phương trình {ϕ = 0},∇ϕ 6= 0, ta có thể chuyển

nó về trường hợp siêu phẳng {xn = 0} giống như trong các phần trước đã trình bày.

Còn nếu siêu mặt Σ được cho dưới dạng tham số

x1 = x1(y), · · · , xn = xn(y), y ∈ U,

với ma trận ∇yx có hạng n − 1. Khi đó ta có thể giả sử ma trận vuông ∇yx
′ không

suy biến. Theo định lý hàm ngược ta có thể giải duy nhất nghiệm y = y(x′), x′ ∈ W.
Dùng phép đổi biến

x 7→ z = (x1, . . . , xn−1, xn − xn(y(x′)))

ta chuyển siêu mặt Σ về siêu phẳng {zn = 0}. Nhờ chú ý này, trong các phần tiếp theo

ta chỉ xét các bài toán Cauchy với điều kiện đặt trên siêu phẳng {xn = 0} mà không

mất tính tổng quát.

1.2 Phương trình vi phân cấp 1 phi tuyến tổng quát

Giả sử Ω ⊂ Rn là miền chứa gốc và F : Ω × R × Rn là hàm trơn. Xét bài toán

Cauchy

F (x, u,∇u) = 0, khi x ∈ Ω, (1.2.1)

u(x′, 0) = u0(x′), khi (x′, 0) ∈ Ω. (1.2.2)
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Để bài toán có nghiệm trơn quanh gốc tọa độ ta cần có điều kiện tương thích (com-

patibility condition): tồn tại số thực a0 để

F (0, u0(0),∇x′u0(0), a0) = 0,

và điều kiện ban đầu u0(x′) là hàm trơn.

Để giải bài toán bằng phương pháp đặc trưng ta cần điều kiện không đặc trưng (non-

characteristic condition):

Phương trình đã cho được gọi là không đặc trưng tại gốc ứng với điều kiện ban đầu u0

và điều kiện tương thích a0 nếu

Fpn(0, u0(0),∇x′u0(0), a0) 6= 0.

Giả sử các điều kiện trên được thỏa mãn, xét hàm

g(x′, a) = F (x′, 0, u0(x′),∇x′u0(x′), a)

thỏa mãn

g(0, a0) = 0, ga(0, a0) 6= 0.

Khi đó, theo Định lý hàm ẩn ta có thể giải phương trình

g(x′, a) = 0

theo nghĩa có một lân cận U ⊂ {x′ ∈ Rn−1 : (x′, 0) ∈ Ω} của 0 và một hàm trơn

a : U → R sao cho

a(0) = a0, g(x′, a(x′)) = F (x′, 0, u0(x′),∇x′u0(x′), a(x′)) = 0. (1.2.3)

1.2.1 Xây dựng nghiệm

Quay trở lại bài toán Cauchy ban đầu, ta sẽ tìm nghiệm trơn quanh gốc tọa độ

thỏa mãn

F (x, u(x),∇u(x)) = 0 trong một lân cận của gốc V ⊂ Ω, (1.2.4)

u(x′, 0) = u0(x′), khi (x′, 0) ∈ V, (1.2.5)

uxn(x′, 0) = a(x′), khi (x′, 0) ∈ V. (1.2.6)
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Đặt pi(x) = uxi(x), phương trình đã cho trở thành

F (x1, . . . , xn, u(x), p1(x), . . . , pn(x)) = 0.

Cố định j ∈ {1, . . . , n}, đạo hàm phương trình trên theo biến xj ta có

Fxj + Fuuxj +
n∑
i=1

Fpipi,xj = 0.

Lưu ý uxj = pj, pi,xj = uxixj = pj,xi nên

n∑
i=1

Fpipj,xi = −(Fxj + Fupj)

có thể coi là phương trình tựa tuyến tính cấp 1 đối với pj.

Dọc đường cong tích phân (integral curve)

dxi
ds

= Fpi

ta có
dpj
ds

=
n∑
i=1

∂pj
∂xi

dxi
ds

= −(Fxj + Fupj)

và
du

ds
=

n∑
i=1

∂u

∂xi

dxi
ds

=
n∑
i=1

piFpi .

Các đường cong đặc trưng này xuất phát tại điều kiện ban đầu

u(x′, 0) = u0(x′), uxn(x′, 0) = a(x′)

nghĩa là, tại s = 0, với mỗi y ∈ U ta có

x(0) = (y, 0), u(0) = u0(y), pi(0) = u0,xi(y) i = 1, n− 1, pn(0) = a(y).

Như vậy, với mỗi y ∈ U , ta thu được hệ phương trình vi phân thường

dxi
ds

= Fpi , i = 1, n (1.2.7)

du

ds
=

n∑
i=1

piFpi , (1.2.8)

dpi
ds

= −piFu − Fxi (1.2.9)
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với điều kiện ban đầu

x(0) = (y, 0), (1.2.10)

u(0) = u0(y), (1.2.11)

pi(0) = u0,xi(y), i = 1, n− 1, (1.2.12)

pn(0) = a(y). (1.2.13)

Theo Định lý về sự tồn tại duy nhất nghiệm của bài toán Cauchy cho hệ phương trình

vi phân thường, với chú ý vế phải là các hàm trơn nên Lipschitz địa phương, ta có

nghiệm khi |s|+ |y| nhỏ

x = x(y, s), u = ϕ(y, s), p = p(y, s).

Ánh xạ (y, s) 7→ x có ma trận Jacobi

J(y, s) =


∂x1
∂y1

· · · ∂x1
∂yn−1

∂x1
∂s

· · · · · ·
∂xn−1

∂y1
· · · ∂xn−1

∂yn−1

∂xn−1

∂s

∂xn
∂y1

· · · ∂xn
∂yn−1

∂xn
∂s


và Jacobien tại gốc

detJ(0, 0) = det


1 · · · 0 Fp1(0, u0(0),∇u(0))

· · · · · ·
0 · · · 1 Fpn−1(0, u0(0),∇u(0))

0 · · · 0 Fpn(0, u0(0),∇u(0))


= Fpn(0, u0(0),∇x′u0(0), a0) 6= 0 (không đặc trưng).

Theo Định lý hàm ngược ánh xạ trên là vi phôi trong lân cận của gốc, nghĩa là khi

|y|+ |s| đủ nhỏ ta giải được

y = y(x), s = s(x).

Ta sẽ chứng minh u = ϕ(y(x), s(x)) chính là nghiệm của bài toán Cauchy (1.2.1)-

(1.2.2).
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1.2.2 Định lý tồn tại nghiệm

Định lý 1.1. Giả sử các điều kiện tương thích và điều kiện không đặc trưng (tương

ứng) thỏa mãn, cũng như tính trơn của F và điều kiện ban đầu. Khi đó bài toán Cauchy

(1.2.1)-(1.2.2) có nghiệm trơn quanh gốc.

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh nghiệm u = ϕ(y(x), s(x)) như phần xây dựng nghiệm

chính là nghiệm cần tìm qua hai bước:

B1: chứng minh F (x, u(x), p(x)) = 0, hay

F (x(y, s), ϕ(y, s), p(y, s)) = 0 khi |y|+ |s| đủ nhỏ;

B2: chứng minh uxi(x) = pi(x), i = 1, n, hay

uxi(x(y, s)) = pi(y, s) khi |y|+ |s| đủ nhỏ.

Để làm B1 với |y| đủ nhỏ, ta xét hàm

f(s) = F (x(y, s), ϕ(y, s), p(y, s)).

Từ (1.2.3) và (x, ϕ, p) thỏa mãn các điều kiện ban đầu (1.2.10)-(1.2.13) ta có f(0) = 0.

Lại có

f ′(s) =
n∑
i=1

Fxi
dxi
ds

+ Fu
dϕ

ds
+

n∑
i=1

Fpi
dpi
ds

và (x, ϕ, p) thỏa mãn các phương trình (1.2.7)-(1.2.9) ta có f ′(s) = 0 khi |s| nhỏ. Như
vậy f(s) = 0 hay ta hoàn thành B1.

Ta chuyến sang chứng minh B2 bằng việc xét các hàm, với |y| đủ bé,

ωi(s) = uxi(x(y, s))− pi(y, s).

Từ các điều kiện ban đầu (1.2.10)-(1.2.13) ta có

ωi(0) = uxi(x(y, 0))− pi(y, 0) = 0, i = 1, n− 1.

Từ (1.2.8) ta có, khi |y|+ |s| đủ nhỏ,

n∑
i=1

Fpiωi = 0, i = 1, n

nên
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• thay s = 0

n−1∑
i=1

Fpiωi(0) + Fpn(y, 0, u0(y),∇x′u0(y), a(y))ωn(0) = 0, (1.2.14)

• đạo hàm theo biến xj

n∑
i=1

Fpi(uxixj − pi,xj) +
n∑
i=1

Fpi,xjωi = 0. (1.2.15)

Từ điều kiện không đặc trưng và tính trơn của F và a, khi |y| đủ nhỏ

Fpn(y, 0, u0(y),∇x′u0(y), a(y)) 6= 0.

Do đó từ (1.2.14) ta thu được ωn(0) = 0.

Lại có
dωj
ds

=
n∑
i=1

uxixj
dxi
ds
− dpj

ds

nên từ (1.2.9) và (1.2.15) ta được

dωj
ds

=
n∑
i=1

Fpipi,xj +
n∑
i=1

Fpi,xjωi + Fupj + Fxj . (1.2.16)

Từ kết quả B1

F (x, u(x), p(x)) = 0

ta đạo hàm theo biến xj được

Fxj + Fuuxj +
n∑
i=1

Fpipi,xj = 0.

Thay vào (1.2.16) ta nhận được hệ

dωj
ds

=
n∑
i=1

aijωi

với aij = Fuδij + Fpi,xj , δij là ký hiệu Kronecker.

Tóm lại ta thu được bài toán Cauchy cho hệ

dωj
ds

=
n∑
i=1

aijωi, j = 1, n,
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với điều kiện ban đầu

ωj(0) = 0, j = 1, n.

Do các hàm aij trơn nên theo Định lý tồn tại duy nhất nghiệm của bài toán Cauchy

B2 được chứng minh xong.

1.2.3 Phương trình tựa tuyến tính

Trong mục này ta bài toán Cauchy cho phương trình tựa tuyến tính

F (x, u,∇u) = a(x, u) · ∇u− f(x, u) = 0, khi x ∈ Ω, (1.2.17)

u(x′, 0) = u0(x′), khi (x′, 0) ∈ Ω. (1.2.18)

với a, f : Ω×R→ R là các hàm liên tục cho trước, còn u ∈ C1(Ω) là nghiệm cần tìm.

Trong trường hợp a, f không phụ thuộc u thì (1.2.17) là phương trình tuyến tính. Lúc

này, điều kiện tương thích tại điểm gốc luôn được thỏa mãn, và điều kiện không đặc

trưng tại gốc an(0, u0(0)) 6= 0 chỉ ra rằng có duy nhất véc-tơ p(0) thỏa mãn điều kiện

tương thích

a(0, u0(0)) · p(0) =f(0, u0(0)),

pi(0) =u0xi(0), i = 1, . . . , n− 1.

Lại dùng tiếp điều kiện không đặc trưng tại gốc, hệ

a(x′, 0, u0(x′)) · p(x′, 0) =f(x′, 0, u0(x′)),

pi(x
′, 0) =u0xi(x

′), i = 1, . . . , n− 1,

giải được duy nhất nghiệm pn(x′, 0) khi |x′| đủ nhỏ. Như vậy điều kiện tương thích

không cần đến vì luôn được thỏa mãn. Còn điều kiện không đặc trưng chưa thấy được

vai trò của nó.

Đường cong tích phân là nghiệm của hệ

x′(s) = a(x(s), u(x(s), s)), s > 0.

Dọc theo đường cong tích phân này

d

ds
u(x(s), s) = f(x(s), u(x(s))), s > 0.
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Tiếp tục con đường như với phương trình cấp 1 dạng tổng quát, với mỗi y ∈ Rn−1 đủ

gần gốc, ta xét bài toán Cauchy

u′ =f(x, u), s > 0,

x′ =a(x, u), s > 0,

với điều kiện ban đầu

x(0) = (y, 0), u(0) = u0.

Theo lý thuyết phương trình vi phân thường, khi a, f Lipschitz bài toán Cauchy có

duy nhất nghiệm

x = x(y, s), u = u(y, s).

Đến đây ta sẽ thấy vai trò của điều kiện không đặc trưng tại gốc an(0, u0(0)) 6= 0. Ma

trận 

∂y1x1(0, 0) ∂y2x1(0, 0) · · · ∂yn−1x1(0, 0) ∂sx1(0, 0)

∂y1x2(0, 0) ∂y2x2(0, 0) · · · ∂yn−1x2(0, 0) ∂sx2(0, 0)

· · · · · · ·
∂y1xn−1(0, 0) ∂y2xn−1(0, 0) · · · ∂yn−1xn−1(0, 0) ∂sxn−1(0, 0)

∂y1xn(0, 0) ∂y2xn(0, 0) · · · ∂yn−1xn(0, 0) ∂sxn(0, 0)


có định thức đúng bằng an(0, u0(0)) 6= 0. Do đó theo định lý hàm ngược ta giải được

y = y(x), s = s(x). Từ đó ta giải được duy nhất nghiệm u(x) = u(y(x), s(x)) của bài

toán (1.2.17)-(1.2.18) trong lân cận của gốc.

1.3 Ước lượng tiên nghiệm

Trong phần này ta xét toán tử vi phân tuyến tính (differential operator) cấp 1 sau

Lu = ut +
n∑
j=1

aj(x, t)uxj + b(x, t)u

với aj, b là các hàm liên tục trên Rn × [0,∞) thỏa mãn

|a| ≤ 1

κ
.
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Mỗi điểm P = (X,T ) ∈ Rn × (0,∞) ký hiệu nón phụ thuộc

Cκ(P ) = {(x, t) : 0 < t < T, κ|x−X| < T − t}

với biên xung quanh

∂sCκ(P ) = {(x, t) : 0 < t ≤ T, κ|x−X| = T − t}

có pháp tuyến ngoài đơn vị tại mỗi điểm (x, t) ∈ ∂sCκ(P ) \ {P}

ν =
1

κ2 + 1

(
κ
x−X
|x−X|

, 1

)
,

và đáy

∂−Cκ(P ) = {(x, 0) : κ|x−X| ≤ T}

có pháp tuyến ngoài đơn vị tại mỗi điểm (x, t) ∈ ∂−Cκ(P )

ν = (0,−1).

Mỗi điểm (x, t) ∈ ∂sCκ(P ) có duy nhất một đường cong tích phân x = x(t), là đường

cong thỏa mãn
dx

dt
= a(x, t)

đi qua điểm đó. Hơn nữa các đường cong này xuất phát từ điểm trong đáy ∂−Cκ(P )

và nằm trong nón Cκ(P ) cho đến khi nó gặp (x, t).

1.3.1 L∞−đánh giá

Trong mục này ta quan tâm đến nguyên lý cực đại của bài toán Cauchy

Lu = f trong Rn × (0,∞), (1.3.1)

u(x, 0) = u0(x) trên Rn (1.3.2)

khi u0 ∈ C(Rn), f ∈ C(Rn × [0,∞). Cụ thể ta có đánh giá sau.
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Định lý 1.2. Giả sử u ∈ C1(Rn × (0,∞)) ∩ C(Rn × [0,∞)) là nghiệm của bài toán

(1.3.1)-(1.3.2). Khi đó, với mỗi điểm P = (X,T ) ∈ Rn × (0,∞) ta có đánh giá

sup
(x,t)∈Cκ(P )

|e−βtu(x, t)| ≤ sup
(x,0)∈∂−Cκ(P )

|u0(x)|+ T sup
(x,t)∈Cκ(P )

|e−βtf(x, t)|

với hằng số β ≥ 0 thỏa mãn b(x, t) ≥ −β, (x, t) ∈ Cκ(P ).

Chứng minh. Lấy β′ > β và đặt

M = sup
(x,0)∈∂−Cκ(P )

|u0(x)|, F = sup
(x,t)∈Cκ(P )

|e−β′tf(x, t)|.

Ta sẽ chứng minh

|e−β′tu(x, t)| ≤M + tF, (x, t) ∈ Cκ(P )

bằng hai bước

B1: ω1(x, t) = e−β
′tu(x, t)−M − tF ≤ 0, (x, t) ∈ Cκ(P ),

B2: ω2(x, t) = e−β
′tu(x, t) +M + tF ≥ 0, (x, t) ∈ Cκ(P ).

Có thể thấy từ kết quả trên không khó để dẫn đánh giá cần chứng minh bằng cách

β′ → β+. Ta bắt đầu chứng minh B1 với chú ý

• ω1(x, t) ≤ 0 khi (x, t) ∈ ∂−Cκ(P ),

• ω1t + a · ∇xω1 = −e−β′t(b+ β′)u+ e−β
′tf − F, (x, t) ∈ Cκ(P ) ∪ ∂sCκ(P ).

Do ω1 là hàm liên tục trên tập compact Q = Cκ(P )∪ ∂sCκ(P )∪ ∂−Cκ(P ) nên có điểm

(x0, t0) sao cho ω1(x0, t0) = maxQ ω1(x, t).

TH1: hoặc (x0, t0) ∈ ∂−Cκ(P ) hoặc u(x0, t0) ≤ 0 ta có ngay điều phải chứng minh.

TH2: (x0, t0) ∈ Cκ(P ) và u(x0, t0) > 0 mà β′ + b > β + b ≥ 0 trong Cκ(P ) ta có

ω1t(x0, t0) + a · ∇xω1(x0, t0) ≤ −e−β′t(β′ + b(x0, t0))u(x0, t0) < 0.

Mặt khác (x0, t0) là điểm cực trị của ω1 nên

ω1t(x0, t0) + a · ∇xω1(x0, t0) = 0.
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Ta có điều mâu thuẫn hay trường hợp này không xảy ra.

TH3: (x0, t0) ∈ ∂sCκ(P ) và u(x0, t0) < 0, tương tự trên ta có

ω1t(x0, t0) + a · ∇xω1(x0, t0) ≤ −e−β′t(β′ + b(x0, t0))u(x0, t0) < 0.

Lại có trên đường cong tích phân x = x(t)

• dx

dt
= a(x, t),

• (x(t), t) ∈ Cκ(P ), 0 < t < t0, và x(t0) = x0,

• u(x(t), t) ≤ u(x0, t0), 0 < t < t0

nên đạo hàm dọc theo đường đặc trưng tại (x0, t0)

ω1t(x0, t0) + a · ∇xω1(x0, t0) ≥ 0.

Ta lại có điều mâu thuẫn nên trường hợp này cũng không xảy ra.

Ta đã hoàn thành B1. Việc chứng minh B2 diễn ra tương tự, xem như bài tập.

1.3.2 L2−đánh giá

Để có đánh giá trong không gian L2 ngoài các giả thiết như trong phần L∞ đánh

giá ta cần ai ∈ C1(Rn × [0,∞)). Cụ thể ta có đánh giá sau:

Định lý 1.3 (L2−đánh giá địa phương). Giả sử u ∈ C1(Rn×(0,∞))∩C(Rn×[0,∞)) là

nghiệm của bài toán (1.3.1)-(1.3.2). Khi đó, với mỗi điểm P = (X,T ) trong Rn×(0,∞)

ta có đánh giá

∫
Cκ(P )

e−αtu2(x, t)dxdt ≤ C

 ∫
∂−Cκ(P )

u2
0(x)dx+

∫
Cκ(P )

e−αtf 2(x, t)dxdt


với hằng số α ≥ 0 thỏa mãn M = inf

Cκ(P )
(α + 2b −

n∑
i=1

ai,xi) > 0 và hằng số C chỉ phụ

thuộc M.

Chứng minh. Sử dụng công thức dạng DIV cho trường F = e−αtu2(a, 1) và miền Ω =

Cκ(P ) với tính toán
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• divF =
n∑
i=1

(e−αtaiu
2)xi + (e−αtu2)t mà u là nghiệm của (1.3.1) nên

divF = 2e−αtuf + e−αt

(
n∑
i=1

ai,xi − 2b− α

)
u2,

do đó ∫
Cκ(P )

divF (x, t)dxdt = 2

∫
Cκ(P )

e−αtu(x, t)f(x, t)dxdt+

+

∫
Cκ(P )

e−αt

(
n∑
i=1

ai,xi(x, t)− 2b(x, t)− α

)
u2(x, t)dxdt,

• trên đáy ∂−Cκ(P ) có pháp tuyến ngoài đơn vị ν = (0,−1) và u thỏa mãn điều

kiện (1.3.2) nên ∫
∂−Cκ(P )

F · νdS = −
∫
∂−Cκ(P )

u2
0(x)dx,

• trên biên xung quanh ∂sCκ(P ) có pháp tuyến ngoài đơn vị

ν =
1

1 + κ2

(
κ
x−X
|x−X|

, 1

)
mà |a| ≤ 1/κ nên

1 + κ
x−X
|x−X|

· a ≥ 0,

và M = inf
Cκ(P )

(
α + 2b−

n∑
i=1

ai,xi

)
> 0 ta có

M

∫
Cκ(P )

e−αtu2(x, t)dxdt ≤
∫

∂−Cκ(P )

u2
0(x)dx+ 2

∫
Cκ(P )

e−αtu(x, t)f(x, t)dxdt.

Bằng cách dùng bất đẳng thức ε−Cauchy ta có ước lượng cần chứng minh.

Để bước tiếp kết quả về L2−đánh giá địa phương ở trên chưa đủ. Ta cần đến

L2−đánh giá toàn cục sau:
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Định lý 1.4 (L2−đánh giá toàn cục). Với các giả thiết như trong Định lý 1.3. Khi đó

với mỗi T > 0, f ∈ L2(Rn × (0, T )), u0 ∈ L2(Rn) và giả sử thêm

sup
Rn×[0,T ]

(|b(x, t)|+
n∑
i=1

|ai,xi(x, t)|) <∞

ta có đánh giá∫
Rn×{T}

e−αTu2(x, T )dx+

∫
Rn×(0,T )

e−αtu2(x, t)dxdt ≤
∫
Rn

u2
0(x)dx+

+

∫
Rn×(0,T )

e−αtf 2(x, t)dxdt,

trong đó hằng số α ≥ 0 thỏa mãn

α + 2b(x, t)−
n∑
i=1

ai,xi(x, t) > 2, (x, t) ∈ Rn × (0, T ).

Chứng minh. Với mỗi t̄ > T xét nón cụt

D(t̄) = {(x, t) : 0 < t < T, κ|x| < t̄− t}

có các biên:

• hai đáy

∂−D(t̄) = {(x, 0) : κ|x| ≤ t̄} với pháp tuyến ν = (0,−1),

∂+D(t̄) = {(x, T ) : κ|x| ≤ t̄− T} với pháp tuyến ν = (0, 1),

• mặt xung quanh

∂sD(t̄) = {(x, 0) : 0 < t < T, κ|x| = t̄− t}

với pháp tuyến

ν =
1

κ2 + 1

(
κ
x

|x|
, 1

)
.
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Sử dụng công thức dạng DIV, giống như Định lý 1.3, cho trường F = e−αtu2(a, 1) và

Ω = D(t̄) với chú ý

M = inf
D(t̄)

(α + 2b−
n∑
i=1

ai,xi) > 2

ta có ∫
Rn×{T}

e−αTu2(x, T )dx+ 2

∫
Rn×(0,T )

e−αtu2(x, t)dxdt ≤
∫
Rn

u2
0(x)dx+

+ 2

∫
Rn×(0,T )

e−αtu(x, t)f(x, t)dxdt.

Bằng cách dùng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz và cho t̄ tiến ra vô cùng ta có đánh

giá cần chứng minh.

1.3.3 Nghiệm yếu

Trong mục này ta đòi hỏi a ∈ C1(Rn × (0,∞)). Lấy T > 0.

Ký hiệu

C1
0(Rn × (0, T )) = {u ∈C1(Rn × [0, T ]) :

suppu là tập compact trong Rn × (0, T )},

C̃1
0(Rn × [0, T ]) = {u ∈C1(Rn × (0, T ))× C(Rn × [0, T ]) :

suppu là tập compact trong Rn × [0, T ]},

Ĉ1(Rn × [0, T ]) = {u ∈C̃1
0(Rn × [0, T ]) : u(x, T ) = 0}.

Với u, v ∈ C1(Rn × (0, T )) ta có

vLu− uL∗v = (uv)t −
n∑
j=1

(ajuv)xj

trong đó L∗ là toán tử vi phân liên hợp (adjoint differential operator) của L được xác

định bởi

L∗v = −vt −
n∑
j=1

aj(x, t)vxj +

(
b(x, t)−

n∑
j=1

aj,xj(x, t)

)
v.
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Chú ý trường véc-tơ (−a,−1) quay xuống, ngược hướng với (a, 1), nên sử dụng đánh

giá L2−toàn cục, Định lý 1.4, ta được

||v||L2(Rn×(0,T )) ≤ ||L∗v||L2(Rn×(0,T )), v ∈ Ĉ1(Rn × [0, T ]). (1.3.3)

Nếu u, v ∈ C̃1
0(Rn × [0, T ]) thì, từ Công thức dạng DIV, ta có∫

Rn×(0,T )

(vLu− uL∗v)dxdt =

∫
Rn×{T}

uvdx−
∫
Rn×{0}

uvdx.

Từ đây ta có khái niệm nghiệm yếu sau:

Định nghĩa 1.2. Hàm u ∈ L2(Rn × (0, T )) được gọi là nghiệm yếu của phương trình

Lu = f trong Rn × (0, T ), với f ∈ L2(Rn × (0, T )),

nếu với bất kỳ v ∈ C1
0(Rn × (0, T )) đều có∫

Rn×(0,T )

u(x, t)L∗v(x, t)dxdt =

∫
Rn×(0,T )

v(x, t)f(x, t)dxdt.

Đến đây ta có kết quả về sự tồn tại nghiệm yếu

Định lý 1.5. Cho T > 0, a ∈ C1(Rn × [0, T ]), b ∈ C(Rn × [0, T ]) thỏa mãn

sup
Rn×[0,T ]

(|b(x, t)|+
n∑
i=1

|ai,xi(x, t)|) <∞.

Khi đó với mỗi f ∈ L2(Rn × (0, T )) tồn tại u ∈ L2(Rn × (0, T )) thỏa mãn∫
Rn×(0,T )

u(x, t)L∗v(x, t)dxdt =

∫
Rn×(0,T )

v(x, t)f(x, t)dxdt,

với bất kỳ v ∈ Ĉ1(Rn × [0, T ]).

Do C1
0(Rn × (0, T )) ⊂ Ĉ1(Rn × [0, T ]) nên nghiệm tìm được trong Định lý trên là

nghiệm yếu của phương trình

Lu = f trong Rn × (0, T ).

Để chứng minh Định lý về sự tồn tại nghiệm yếu ta cần đến Định lý Hahn-Banach và

Định lý biểu diễn Riesz. Để tiện cho người đọc, tôi xin nhắc lại:
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Định lý 1.6 (Định lý Hahn-Banach). Cho X là không gian Banach, Y là không gian

con của nó và f : Y → R là phiếm hàm tuyến tính liên tục. Khi đó tồn tại F : X → R
là phiềm hàm tuyến tính liên tục thỏa mãn

• F
∣∣∣
Y

= f nghĩa là F (x) = f(x), x ∈ Y ,

• ||F || = ||f || nghĩa là sup
x∈X
||x||=1

|F (x)| = sup
x∈Y
||x||=1

|f(x)|.

Định lý 1.7 (Định lý biểu diễn Riesz). Cho H là không gian Hilbert thực với tích vô

hướng 〈·, ·〉. Khi đó mỗi phiếm hàm tuyến tính liên tục F : H → R có duy nhất một

phần tử u ∈ H sao cho

F (v) = 〈u, v〉, v ∈ H.

Ta trở lại việc chứng minh Định lý về sự tồn tại nghiệm yếu:

Chứng minh. Sử dụng Định lý Hahn-Banach với

X = L2(Rn × (0, T )), Y = L∗(Ĉ1(Rn × [0, T ]))

và ánh xạ

f : ω 7→
∫

Rn×(0,T )

v(x, t)f(x, t)dxdt

với v ∈ Ĉ1(Rn × [0, T ]).

Từ bất đẳng thức (1.3.3) ta có Y là không gian con của L2(Rn× (0, T )) và f là phiếm

hàm tuyến tính liên tục trên Y. Khi đó theo Định lý Hahn-Banach có phiếm hàm tuyến

tính liên tục

F : L2(Rn × (0, T ))→ R

mà

F (ω) = f(ω) =

∫
Rn×(0,T )

v(x, t)f(x, t)dxdt, ω = L∗v, v ∈ Ĉ1(Rn × [0, T ]).

Lại sử dụng Định lý biểu diễn Riesz cho H = L2(Rn × (0, T )) và phiếm hàm F ta có

duy nhất một hàm u ∈ L2(Rn × (0, T )) sao cho∫
Rn×(0,T )

u(x, t)ω(x, t)dxdt = F (ω), ω = L∗v, v ∈ Ĉ1(Rn × [0, T ])
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hay với bất kỳ v ∈ Ĉ1(Rn × [0, T ])∫
Rn×(0,T )

u(x, t)L∗v(x, t)dxdt =

∫
Rn×(0,T )

v(x, t)f(x, t)dxdt.

Ta hoàn thành chứng minh.

1.4 Hiện tượng sốc

Trong mục này ta xét bài toán Cauchy cho định luật bảo toàn

ut + [F (u)]x =0 trong R× (0,∞), (1.4.4)

u(·, 0) =u0 trên R, (1.4.5)

trong đó F, u0 : R→ R là các hàm cho trước, còn u : R×(0,∞)→ R là nghiệm cần tìm.

1.4.1 Nghiệm tích phân, điều kiện Rankine-Hugoniot

Trước hết ta quan sát ví dụ sau.

Ví dụ 1.2. Xét bài toán Cauchy cho phương trình Burgers

ut + uux = 0 trong R× (0,∞),

u(·, 0) = u0 trên R.

Dọc theo các đường đặc trưng, các đường x = x(t) thỏa mãn phương trình

x′(t) = u(x(t), t), t > 0,

có u(x(t), t) = u(x(0), 0) = u0(x(0)) là hàm hằng vì

d

dt
[u(x(t), t)] = ut + x′(t)ux = 0.

Do đó các đường cong đặc trưng của phương trình Burgers có dạng

x′(t) = u0(ξ) khi t > 0, x(0) = ξ ∈ R,
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hay x(t) = tu0(ξ) + ξ, ξ ∈ R.
Nếu điều kiện ban đầu u0(x) = arctan(x) thì các đường cong đặc trưng xuất phát

từ t = 0 sẽ xòe ra, không cắt nhau. Hơn nữa mỗi điểm (x0, t0) ∈ R × (0,∞) có duy

nhất một đường cong đặc trưng đi qua nó. Cụ thể hơn, phương trình

ξ + t0 arctan(ξ) = x0

có duy nhất nghiệm. Các bạn thử trả lời câu hỏi: tại sao? Khi đó bài toán Cauchy cho

phương trình Burgers có duy nhất nghiệm

u(x, t) = u0(ξ(x, t))

với ξ(x, t) là nghiệm duy nhất của phương trình

ξ + t arctan(ξ) = x.

Mọi chuyện sẽ khác đi nhiều nếu điều kiện ban đầu đổi thành u0(x) = − arctan(x).

Các đường cong đặc trưng xuất phát từ t = 0 có hiện tượng cắt nhau. Hiện tượng này

được gọi là sốc. Nói rõ hơn tại những điểm cắt nhau này, theo trên hàm u có thể phải

nhận hai giá trị! Quay trở lại hiện tượng cắt nhau, nó được biểu hiện qua việc phương

trình

F (x, t, ξ) = ξ + tu0(ξ)− x = 0

không giải được ξ = ξ(x, t). Theo định lý hàm ẩn, nó được biểu hiện qua

Fξ(x, t, ξ) = 1 + tu′0(ξ) = 0 hay t = − 1

u′0(ξ)

với t > 0 nào đó. Thời điểm đầu tiên xảy ra hiện tượng này

t∗ = inf{− 1

u′(ξ)
, ξ ∈ R}

được gọi là thời điểm gãy (breaking time). Khi u0(x) = − arctan(x) có

u′(ξ) = − 1

1 + ξ2
nên t∗ = 1.

Nhìn lại một chút, thời điểm gãy cần được hiểu là thời điểm ranh giới:
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• trước thời điểm này không có hiện tượng sốc, nghĩa là các đường đặc trưng không

cắt nhau,

• ngay sau thời điểm này có hiện tượng các đường đặc trưng cắt nhau,

• còn tại thời điểm gãy có thể có hoặc không có hiện tượng sốc.

Phương pháp đặc trưng giúp ta giải bài toán Cauchy trước thời điểm gãy. Sau thời

điểm gãy bài toán được giải tiếp thế nào?

Ta cần đến khái niệm nghiệm suy rộng hay còn gọi là nghiệm yếu, ở đó các đòi hỏi

về tính khả vi hay liên tục được bỏ qua. Trước hết, bằng cách lấy tích phân từng phần,

ta nhìn lại nghiệm u của phương trình (1.4.4) dưới dạng

0 =

∫ ∞
0

∫
R
(ut + [F (u)]x)vdxdt (v ∈ C1(R× [0,∞)))

=−
∫ ∞

0

∫
R
uvtdxdt−

∫
R
(uv)

∣∣∣
t=0
dx−

∫ ∞
0

∫
R
F (u)vxdxdt.

Dùng điều kiện ban đầu (1.4.5) ta có∫ ∞
0

∫
R
[uvt + F (u)vx]dxdt+

∫
R
u0(x)v(x, 0)dx. (1.4.6)

Ta có khái niệm nghiệm tích phân

Định nghĩa 1.3. Hàm u ∈ L∞(R× (0,∞)) được gọi là nghiệm tích phân của bài toán

Cauchy (1.4.4)-(1.4.5) nếu (1.4.6) xảy ra với mọi v ∈ C1(R× [0,∞)), supp v compact.

Từ (1.4.6) ta dẫn đến điều gì? Ta quan sát trường hợp đơn giản sau:

Xét miền U ⊂ R× (0,∞) và nghiệm tích phân u của bài toán (1.4.4)-(1.4.5). Miền U

được chia thành hai phần Ut, Up bởi đường Γ gồm các điểm gián đoạn của nghiệm u,

nghĩa là u thuộc C1 trong Ut, Up và có giới hạn trái và giới hạn phải tại mỗi điểm trên

Γ

ut(x0, t0) = lim
(x,t)→(x0,t0)

(x,t)∈Ut

, up(x0, t0) = lim
(x,t)→(x0,t0)

(x,t)∈Up

, (x0, t0) ∈ Γ.

Khi đó nếu lấy hàm v ∈ C1(R× [0,∞)), supp v ⊂ Ut từ (1.4.6) ta có

ut + [F (u)]x = 0 trong Ut.
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Một cách tương tự

ut + [F (u)]x = 0 trong Up.

Lại lấy v ∈ C1(R× [0,∞)), supp v ⊂ U có

0 =

∫ ∞
0

∫
R
[uvt + F (u)vx]dxdt =

=

(∫
Ut

+

∫
Up

)
[uvt + F (u)vx]dxdt.

Dùng công thức dạng DIV và ut + [F (u)]x = 0 trong Ut ta có∫
Vt

[uvt + F (u)vx]dxdt =

∫
Γ

(utν2 + F (ut)ν1)vds

với ν = (ν1, ν2) là véc-tơ pháp tuyến của Γ trỏ ra ngoài Ut, trỏ vào trong Up. Tương tự

trên ta có ∫
Vp

[uvt + F (u)vx]dxdt = −
∫

Γ

(utν2 + F (ut)ν1)vds

Như vậy ∫
Γ

[(ut − up)ν2 + (F (ut)− F (up))ν1]vds = 0.

Đẳng thức trên xảy ra với mọi v ∈ C1(R× [0,∞)), supp v ⊂ U, nên

(ut − up)ν2 + (F (ut)− F (up))ν1 = 0 trên Γ.

Nếu Γ được tham số hóa bởi {(x, t) : x = s(t)}, s ∈ C1([0,∞)), ta có thể chọn

ν = (1,−s′). Khi đó ta thu được điều kiện Rankine-Hugoniot

[F (u)] = σ [u] trên Γ (1.4.7)

trong đó

• σ = s′ được gọi là vận tốc của Γ,

• [u] = ut − up bước nhảy của u qua Γ,

• [F (u)] = F (ut)− F (up) bước nhảy của F (u) qua Γ.
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1.4.2 Sóng tạo chân không, điều kiện entropy

Bài toán Cauchy (1.4.4)-(1.4.5) có thể có nhiều nghiệm tích phân. Ta thấy điều này

qua ví dụ sau:

Ví dụ 1.3. Xét bài toán Cauchy cho phương trình Burgers

ut + uux = 0 trong R× (0,∞),

với điều kiện ban đầu

u(x, 0) = u0(x) =

0 khi x < 0,

1 khi x > 0.

Các đường đặc trưng của bài toán

x(t) =

ξ khi ξ < 0,

t+ ξ khi ξ > 0.

Có thể thấy các điểm trong vùng {(x, t) : 0 < x < t} không có đường đặc trưng xuất

phát từ t = 0 đi qua. Vùng này được gọi là cùng chân không (rarefaction).Ta có hai

cách để đưa ra nghiệm tích phân trong vùng này như sau.

Cách 1:

u1(x, t) =

0 khi x < t/2,

1 khi x > t/2.

Không khó để thấy nghiệm này thỏa mãn điều kiện Rankine-Hugoniot, và nó là nghiệm

tích phân của bài toán Cauchy đang xét. Tuy nhiên đây là nghiệm phi vật lý.

Cách 2:

u2(x, t) =


0 khi x < 0,

x/t khi 0 < x < t,

1 khi x > t

được gọi là sóng tạo chân không, là nghiệm tích phân liên tục.

Vậy làm thế nào để loại bỏ nghiệm phi vật lý?
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Ta cần đến điều kiện entropy. Trước hết, giống như phương trình Burgers, các

đường đặc trưng của bài toán (1.4.4)-(1.4.5)

x(t) = tF ′(u0(ξ)) + ξ, t ≥ 0, ξ ∈ R.

Điều kiện entropy xuất phát từ mong muốn: xuất phát tại mọi điểm (x0, t0) ∈ R ×
(0,∞), quay thời gian t ngược lại theo đường đặc trưng đi qua điểm này không cắt bất

cứ đường đặc trưng nào khác. Từ đây, giả sử Γ là đường sốc, tại mỗi điểm trên đường

sốc này ta có

F ′(ut) > σ > F ′(up) với σ là vận tốc của Γ.

Điều kiện này được gọi là điều kiện entropy.

Đường cong mà nghiệm tích phân u không liên tục vừa thỏa mãn điều kiện Rankine-

Hugoniot, vừa thỏa mãn điều kiện entropy được gọi là đường sốc. Khi đó vận tốc của

đường cong này được gọi là vận tốc sốc. Nghiệm tích phân nếu chỉ có các đường cong

không liên tục là các đường sốc được gọi là nghiệm suy rộng, hay nghiệm yếu.

Quay trở lại ví trên, nghiệm u2 là nghiệm yếu với đường sốc {(x, t) : x = t, t ≥ 0}.
Còn u1 không là nghiệm yếu, đường gián đoạn của nghiệm {(x, t) : x = t/2, t ≥ 0}
không là đường sốc.

Nếu F là hàm lồi đều, chẳng hạn phương trình Burgers F (u) = u2/2, có F ′ là hàm

tăng chặt. Khi đó điều kiện entropy trên đường Γ trở thành

ut > up trên Γ.

Để kết thúc mục này ta xét ví dụ sau.

Ví dụ 1.4. Xét bài toán Cauchy cho phương trình Burgers

ut − uux = 0 trong R× (0,∞)

với điều kiện ban đầu

u(x, 0) = u0(x) =


0 khi x < 0,

1 khi 0 < x < 1,

0 khi x > 1.
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Các đường đặc trưng của bài toán

x(t) =


ξ khi ξ < 0,

t+ ξ khi 0 < ξ < 1,

ξ khi ξ > 1.

Có hai hiện tượng:

• sốc xuất hiện tại (1, 0), thời điểm gãy t∗ = 0,

• hiện tượng chân không trong {(x, t) : 0 < x < min{t, 1}}.

Xác định đường sốc xuất phát tại (1, 0) là ranh giới với bên trái u = 1 còn bên phải

u = 0 nên, từ điều kiện Rankine-Hugoniot, có vận tốc sốc

s1 =
F (ut)− F (up)

ut − up
=

1

2
.

Đường sốc này s1(t) = 1 + t/2 chia ranh giới giữa vùng u = 1 và u = 0. Nó kết thúc

nhiệm vụ của nó tại t = 2 là lúc vùng u = 1 bị chặn lại hoàn toàn. Ta có lời giải trước

thời điểm t = 2

u(x, t) =



0 khi x < 0,

x/t khi 0 < x < t,

1 khi t < x < 1 + t/2,

0 khi x > t+ 1/2.

Sau thời điểm t = 2 ta lại có đường sốc bắt đầu tại (2, 2) là ranh giới với bên trái là vùng

sóng tạo chân không u = x/t, còn bên phải u = 0 nên, từ điều kiện Rankine-Hugoniot,

có vận tốc sốc

s2(t) =
F (ut)− F (up)

ut − up
=
s2(t)

2t
.

Đường sốc này s2(t) = (2t)1/2, t ≥ 2. Khi đó lời giải sau thời điểm t = 2

u(x, t) =


0 khi x < 0,

x/t khi 0 < x < (2t)1/2,

0 khi x > (2t)1/2.


